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David Hilbert (1862-1943) fue sin duda uno de los matematicos mas influyentes de
principios del sigo veinte. Su obra se extendio sobre numerosos y diversos campos de
investigacion abarcando desde la teoria de los invariantes algebraicos, hasta las
ecuaciones integrales, pasando por los fundamentos de la geometria, de la fisica y de
la l6gica. Junto con Henri Poincaré (1854-1912), Hilbert ha sido reconocido como el

ultimo gran universalista de las matematicas.

A partir de 1918 el principal campo de investigacion de Hilbert fue el de los
fundamentos de la aritmética, campo que cultivo junto con sus ultimos grandes
colaboradores, Paul Bernays (1888-1977) y Wilhelm Ackermann (1896-1962). Como
parte de esta actividad, Hilbert se vio envuelto en una serie de vividas discusiones con
importantes matematicos que representaban visiones opuestas a la suya. Estas
discusiones llegaron a conocerse en la historia de la disciplina como “la crisis de
fundamentos”, y los principales puntos de vista expuestos en ella se denominaron
intuicionismo, logicismo y formalismo.' Hilbert fue el mas prominente matematico

entre aquellos que defendieron el punto de vista formalista.

La posicion intuicionista fue propugnada inicialmente por el holandés Luitzen
Egbertus Brouwer (1881-1966). Brouwer habia realizado una destacada labor de
investigacion como topdlogo, pero su verdadero interés se concentraba, desde muy
temprano en su carrera, en la pregunta de los fundamentos de la matematica.
Siguiendo una linea de pensamiento originada por el matematico berlinés Leopold
Kronecker (1823-1891), Brouwer sostenia una filosofia de las matematicas que se
oponia al uso del infinito actual, y en particular al uso indiscriminado de la gran gama
de cardinales infinitos recientemente dados a conocer por la teoria de los conjuntos

desarrollada a fines del siglo diecinueve por Georg Cantor (1845-1918) y Richard

! Mancosu 1998.
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Dedekind (1831-1916).> Matematicos como Kronecker y Brouwer consideraban que
el tnico tipo de infinito que podria utilizarse validamente en matematicas era el
infinito potencial, es decir aquel implicado por el hecho de que la serie de los
numeros naturales podria seguirse extendiendo indefinidamente desde cualquier
numero dado. Las paradojas recientemente descubiertas en el contexto de la teoria de
conjuntos ofrecian evidencia adicional, y, en opiniéon de Brouwer, tajante, de los
peligros sobre los cuales €l queria prevenir. En su opinion, en matematicas deberian
aceptarse tan s6lo argumentos constructivos para los cuales se conoce un
“procedimiento efectivo” y nunca demostraciones de existencia basadas en
argumentos de reduccion al absurdo que implican la adopcion irrestricta, explicita o

implicita, de los cardinales infinitos cantorianos.

Hilbert por su parte habia sido desde muy temprano en su carrera uno de los grandes
defensores de la teoria cantoriana, en la cual veia uno de los grandes logros de la
disciplina y uno de los medios clave para asegurar su continuado desarrollo exitoso en
las décadas por venir. Esta vision la expreso en diversas oportunidades, siendo
especialmente famosa su declaracion de 1926, al efecto de que “nadie nos sacara del
paraiso al que Cantor cre6 para nosotros.”™ Pero mas importante que las declaraciones
es el hecho que el primer logro investigativo de real importancia en su carrera se
habia debido a una demostracion de existencia precisamente del tipo al que Brouwer
llegd a oponerse. Era ésta la demostracion de existencia de una base finita para
cualquier sistema dado de invariantes de orden arbitrario. Este habia sido un problema
que ocupo por largos afios los mejores esfuerzos de los practicantes de la disciplina,
desde que Paul Gordan (1837-1912) habia probado en 1868 su validez para el caso
especifico de los sistemas binarios. La demostracion de Hilbert se basaba en un
argumento por reduccion al absurdo, y en su primer momento una prueba de

existencias de este tipo no fue aceptada con facilidad por sus contemporaneos. Gordan

2 El inicio de la teoria de los conjuntos es a menudo atribuido exclusivamente a la labor de Cantor (y
yo mismo usaré el término “cantoriano”, en este articulo), pero recientes estudios historicos determinan
claramente el papel clave jugado por Dedekind en el desarrollo de la teoria. Véase sobre todo,
Ferreir6s 1999.

3 Hilbert 1926, 375-376.
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mismo, a quien Felix Klein (1849-1925) pidio que juzgue el articulo para su
publicacion en Mathematische Annalen, lo rechazo en un principio, declarando: “Esto

no es matematica, esto es teologia.”

El debate de los fundamentos de los afios veinte tocaba un punto importantisimo en
las concepciones de Hilbert, pero la ferocidad que tom6 en algunos momentos se
debio no solo a razones puramente cientificas, sino también a cuestiones de prestigio
personal. Asi, el debate se tornd especialmente agudo desde el momento en que
Hermann Weyl (1885-1995), el mas prominente de entre los muchisimos alumnos
brillantes de Hilbert, cruzo las lineas para unirse al enemigo. En 1921 Weyl publicé
un panfleto en el cual explicaba y apoyaba las ideas de Brouwer, y a la vez criticaba
en términos muy afilados las posiciones generalmente aceptadas en lo referente a los
fundamentos de la matematica, basandose en el uso de la teoria de los conjuntos. Para
Weyl, la posicion de Brouwer constituia una verdadera revolucion que podria
solucionar la penosa situacion en que la disciplina se encontraba, en su opinion. Entre
las reacciones mas contundentes de Hilbert al intuicionismo se encuentran aquellas

que surgieron como respuesta directa al panfleto de Weyl.”

Pero Hilbert entendia que la posicion de Brouwer y Weyl no era totalmente infundada
y que era necesario, efectivamente, tomar precauciones que eviten el caer en las
paradojas de la teoria de conjuntos. Por otro lado, ¢l no estaba dispuesto a renunciar a
los logros obtenidos en matematica gracias al extendido uso de la ultima. La posicion
formalista que Hilbert y sus colaboradores desarrollaron proponia una via intermedia
como solucion, basada en una axiomatizacion conjunta de la matematica y de la
logica.

El punto de partida era la posibilidad indiscutida de formalizar, basdndose en un
numero finito de axiomas, los conceptos y las demostraciones de la aritmética, como
se conocia desde los trabajos de Peano y de Russell y Whitehead. En estas
condiciones, el concepto mismo de “demostracion” podria volverse un objeto de
estudio matematico, y por medio de ello Hilbert esperaba probar la consistencia de la

aritmética. El punto clave de este programa es que la prueba de consistencia se

* Corry 1996, Capitulo 3.

5 Van Dalen 1990.
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obtendria por medios “finitistas”, que los intuicioncitas mismos aceptarian como

validos.

Hilbert y Bernays introdujeron la idea de abordar este problema por medio de dos
niveles de consideracion: primero, un nivel de discurso matematico cuyos teoremas
son demostrables por métodos constructivos que no requieren la intervencion de
argumentos con infinitos cantorianos. El segundo nivel es el que se obtiene al adherir
a aquel, una serie de elementos “ideales”, tal y como en la geometria proyectiva se
agregan puntos, lineas y planos ideales en el infinito, o como en la teoria de los
numeros Kummer agregd niimeros ideales para probar sus teoremas de factorizacion
unica. Asi como en estas disciplinas no es relevante preguntarse por el significado de
la existencia de estos elementos ideales, sino que con su ayuda se prueban teoremas,

asi mismo proponia Hilbert considerar sus elementos ideales en la aritmética.

Usando tan solo los métodos finitistas aceptados e incuestionables, se demostraria que
aun al extender el sistema para que incluya los elementos ideales, no se perdia la
consistencia ni se introducian contradicciones. Con este fin, y tan solo con este fin,
Hilbert propuso ver la aritmética de los elementos ideales como un sistema de signos
faltos de significado sobre los cuales puede operarse por medio de reglas estipuladas
con anticipacion, reglas que deben verse como puramente formales y como faltas de
significado intrinseco. El intento de probar la consistencia de la aritmética de esta
manera, y basandose tan s6lo en procedimientos finitistas, fue lo que lleg6 a
conocerse como el programa formalista de Hilbert. Como bien es sabido, a pesar del
optimismo que acompaii6 a este programa desde su principio, €l llegd a un callejon

sin salida al publicar Kurt Godel sus teoremas de incompletitud en 1931.

Hilbert fue entonces un formalista en su filosofia de la matematica en un sentido
netamente circunscrito al problema particular del campo de los fundamentos de la
matematica. El concibi6 un programa detallado e inicié, junto con sus colaboradores,
la implementacion de los pasos necesarios para abordarlo en la direccion que €l
consideraba potencialmente exitosamente. Con buena razon, varios autores han

preferido llamar al programa de Hilbert “finitista” antes que “formalista™.®

® Mancosu 1998, 149-188.
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Y es que el término “formalismo” también ha sido aplicado en la matematica del siglo
veinte con un significado bastante diferente y en un contexto totalmente distinto. Este
término también se ha aplicado parra denotar la idea seglin la cual la matematica toda
no es sino una coleccion de sistemas deductivos estrictamente abstractos y formales,
cuyo objetivo es derivar teoremas a partir de axiomas arbitrariamente escogidos y
faltos de todo significado intrinseco. La tnica condicion que se demandaria de tales
sistemas, segun este segundo tipo de formalismo, es la consistencia. Como posicion
filosofica, este enfoque se ha presentado como una alternativa al platonismo, o
realismo matematico, o sea, la posicion segun la cual la matematica trata de las
propiedades de algunos objetos dotados de existencia objetiva y exterior al
matematico. Los objetos de que se ocupa la matematica son, segiin el enfoque
platonista, similares en un sentido a los de la esfera de la experiencia empirica, ya que
nuestro conocimiento de ellos es objetivo. Son diferentes, no obstante, ya que
aquellos son eternos e incambiantes, y podemos conocerlos con mayor exactitud que a

éstos.

Frecuentemente se ha dicho que la posicion realista-platonista es la que mejor
caracteriza la actitud del matemadtico investigador hacia la esencia de su disciplina.
Asi como el biodlogo dedica su tiempo y energias en el laboratorio a estudiar
objetivamente el comportamiento de, digamos, ciertas colonias de bacterias, asimismo
el matematico dedica los suyos estudiar el comportamiento de ciertos entes, los
objetos matematicos, que son externos a ¢l. Claro que la analogia es un poco
problematica, ya que el matematico que la siga tendra bastante dificultad en contestar
algunas preguntas simples, tales como donde se encuentran esos objetos eternos e
incambiables, y por medio de qué facultades puede ¢l conocerlos. Aqui puede venir
entonces el enfoque formalista (en el segundo sentido de la palabra) en su ayuda, tal y
como lo han expresado claramente algunos matematicos, por ejemplo en el siguiente
conocido parrafo:

En cuestiones fundacionales, nosotros creemos en la realidad de las matematicas, pero claro,

cuando los filosofos empiezan a atacarnos con sus paradojas, corremos a escondernos detras

del formalismo y decimos: “La matematica no es méas que una combinacion de simbolos faltos

de significado” ... Finalmente se nos deja en paz y asi podemos regresar a nuestra matematica,

trabajando como siempre lo hemos hecho, es decir, con algo que es real. (Dieudonné 1970,
145)

Esta posicion dual, que dificilmente contentara a un filosofo de profesion, ha sido

muy propiamente llamada “platonismo en dias de asueto y formalismo en los fines de
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semana.”’ El formalismo aqui expresado tiene la ventaja de proveer una facil via de
escape a las cuestiones que despierta el platonismo. Por otro lado tiene la gran
desventaja de no poder explicar, entre otras cosas, la gran aplicabilidad de la
matematica al estudio de la naturaleza. Tampoco explica otra pregunta basica: si la
matematica en realidad trata de sistemas de axiomas faltos de significado y
arbitrariamente escogidos (cuidando tan s6lo de no caer en inconsistencia), por qué
algunos sistemas son realmente interesantes e importantes para la matematica

mientras que otros son f altos de todo interés?

Entre aquellos que han promovido variantes de este tipo de posicion formalista debe
mencionarse con especial prominencia a un grupo de destacados matematicos,
primeramente franceses, conocidos bajo el pseudénimo de Bourbaki. Este grupo
ejercié una tremenda influencia por varias décadas del siglo veinte en muchos dmbitos
matematicos internacionales, presentandose a si mismos como los “verdaderos
herederos [intelectuales] de Hilbert”. Pues bien, la tremenda influencia de Bourbaki y
la amplia aceptacion de los puntos de vista formalistas en la matematica del siglo
veinte, por un lado, y la existencia de la postura “formalista” (que seria mas correcto
llamar “finitista”) de Hilbert en el debate fundacional de los afios veinte con respecto
a la pregunta de la consistencia de la aritmética, por otro lado, llegaron a combinarse
de manera interesante para crear una imagen de Hilbert que los presenta como el gran
formalista del siglo veinte en matematicas, y no solo en lo que respecta al debate
fundacional, sino con respecto a la matematica toda.® Jean Dieudonné, quien tomd
frecuentemente el uso de la palabra a nombre del grupo Bourbaki (y a quien también
la cita anterior pertenece), describi6 en una oportunidad las concepciones de Hilbert,
comparandolas con un juego de ajedrez. En ajedrez no tiene sentido hablar de verdad
o falsedad. Lo que se habla es de seguir correctamente una serie de reglas estipuladas
de antemano. Trasponiendo esta idea al contexto de la matematica, obtenemos la

putativa concepcion de Hilbert: la matematica se nos aparece como un juego, en el

7 Tymoczko 1985, 11-21.

¥ Corry 1998.
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cual las piezas son signos graficos que distinguen los unos de los otros tan s6lo por su

.19
forma, y no por su contenido.

En el presente articulo quisiéramos aclarar que si bien es cierto que Hilbert fue un
formalista en el primer sentido, especifico y circunscrito, que mencionamos arriba, de
ninguna manera puede decirse que lo haya sido en su concepcidn general de la
matematica, ni mucho menos en el sentido aqui descrito por Dieudonné. Antes de
explicar este punto en mayor detalles, basta tal vez traer una cita de Hilbert mismo,
tomada de una serie de conferencias publicas dictadas en 1919-20 (es decir, en el
punto mas alto del famoso debate fundacional) y dedicadas a explicar a una audiencia
general la esencia de la matematica como ¢l la veia. Intentando refutar lo que en su
opinién eran percepciones publicas erroneas de lo que es la matematica, €l expreséd
este punto muy claramente (y contrariamente a lo dicho por Dieudonné¢), en los

siguientes términos:

De ninguna manera se trata aqui de arbitrariedad. La matematica no tiene nada de parecido a
un juego cuyas metas se establecen por medio de reglas arbitrariamente estipuladas. Se trata,
mas bien, de un sistema conceptual dotado de una necesidad interna que puede ser tan solo

asi y no de alguna otra manera. (Hilbert 1992, 14)

El punto mas interesante de la atribucion erronea a Hilbert de una filosofia de la
matematica formalista (en el sentido amplio de la palabra) se manifiesta en lo tocante
a la geometria. En 1899 Hilbert publicé un famoso trabajo conocido como “Los
Fundamentos de la Geometria”, que contenia una novedosa y sistematica elaboracion
de la geometria euclidea y de las no-euclideas. Hilbert expuso un nuevo enfoque del
significado de los axiomas de esta disciplina, y de hecho de axiomas en cualquier
disciplina matematica, que traeria enormes implicaciones para la matematica del siglo
que empezaba. Dada su adopcion de la posicion llamada formalista en el debate que
se sostuvo veinte afios después, ha sido comun afirmar que la presentacion de la
geometria de Hilbert en 1900 refleja ya una actitud formalista total, tal y como se

desarrollaria a lo largo del siglo veinte. Pero como veremos en las paginas siguientes,

° Dieudonné 1962, 551
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la concepcion de Hilbert de la geometria mucho antes que formalista, era

esencialmente empiricista.

“Los Fundamentos de la Geometria” de Hilbert aparecié como la culminacién de una
vigorosa corriente de investigacion que se desarrollo en el ultimo tercio del siglo
diecinueve, con la participacion de matematicos prominentes tales como Riemann,
Beltrami, Helmholtz, Klein, Lie, Pasch, Veronese, y muchos otros. Esta corriente se
origind en la gradual confluencia de dos afluyentes geométricos que surgieron e
inicialmente se desarrollaron independientemente a lo largo del siglo: las geometrias

no-euclideas y la geometria proyectiva.

La geometria proyectiva se perfild en el siglo diecinueve, siguiendo los trabajos de
Jean Victor Poncelet (1788-1867) in 1822, como un campo muy activo, sobre todo en
Alemania. Ademas de interesantes resultados y teoremas que se iban agregando
continuamente, la atencion se dirigia también hacia preguntas fundacionales de esta
disciplina, especialmente en lo tocante al rol jugado por consideraciones de
continuidad en la demostracion de sus teoremas centrales. Una contribucion
fundamental en este campo provino de los intentos de Felix Klein (1849-1925) de
explicar las interrelaciones entre los distintos tipos de geometrias recientemente
desarrollados, en particular de demostrar que tanto la gomeria euclidea como las no-
euclideas pueden verse como derivativas de la proyectiva. Un paso crucial en esta
direccion lo constituy6 la introduccidon de una métrica adaptable a cualquiera de los

casos, sin basarse en conceptos derivados de la geometria euclidea tradicional.

El concepto de razon cruzada de cuatro puntos, que es un invariante proyectivo, le
serviria a Klein como herramienta basica en su proyecto, si pudiera definirlo sin usar
la distancia euclidea como tradicionalmente se habia hecho. Klein uso6 ideas
originalmente desarrolladas por Arthur Cayley (1821-1895) en su trabajo sobre
invariantes cuadraticos,' y las extendi6 para incluir también el caso de la geometria

no euclidea, que Cayley habia dejado de lado intencionalmente, ya que rechazaba la

19 véase Klein 1926-7 Vol. 1, 147-151.
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posibilidad de tal tipo de geometrias. Basandose en estas ideas Klein explicé como
definir la razon cruzada en términos puramente proyectivos, aunque en realidad no
pudo completar satisfactoriamente todos los detalles técnicos necesarios. Sin

embargo, quedaba clara la necesidad de basarse en un axioma de continuidad para

implementar este punto de vista.""

Impulsados por los intentos de Klein, asi como por las dificultades que éste habia
encontrado, y dada la importancia creciente de la investigacion en el campo, varios
matematicos contemporaneos decidieron examinar con mayor cuidado, y clarificar en
lo necesario, las estructuras deductivas del cuerpo de conocimiento existente en
geometria proyectiva. El mas importante, sistematico y completo, de entre los intentos
realizados en esta direccidn es el publicado en 1882 por Moritz Pasch (1843-1930):
“Lecciones sobre la geometria nueva”. En el se presentaba la disciplina de una

S .12
manera novedosa, basada en un examen axiomatico comprehensivo.

Al reconstruir la geometria proyectiva en éstos nuevos términos, Pasch tomo especial
cuidado en no referirse nunca a las propiedades de los diagramas relevantes, sino en
seguir cuidadosamente las inferencias deductivas desde los axiomas. Esto le permitio
cerrar algunas brechas logicas que existian ya desde los tiempos de Euclides y que se
fueron descubriendo gradualmente a lo largo de la historia. Pero es importante sefialar
que para Pasch, como para la mayoria de los geémetras alemanes desde el tiempo de
Gauss, la geometria era una ciencia natural, cuyo objetivo es el estudio de la forma
externa de los objetos, y cuyas verdades se obtienes, aunque deductivamente, a partir
de axiomas que expresan hechos directamente derivados de la experiencia empirica.
Para Pasch, el significado de los axiomas es netamente geométrico, nunca puramente
formal, y su significado no puede comprenderse sin referencia a las figuras a las que
se refieren. La deduccion de los teoremas no debe ni puede apoyarse en los
diagramas, pero el significado es estrictamente referente a ellos. Es por eso, por

ejemplo, que Pasch critico el uso del axioma de continuidad en la forma en que Klein

"Klein 1871 & 1873; Rowe 1994, 194-195; Toepell 1986, 4-6; Torretti 1978, 110-152.

12y ¢ase Torretti 1978, 44-53.
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lo hizo, ya que en su opinion, la experiencia empirica no daba suficiente evidencia

para apoyarlo."

Pero a pesar de que Pasch contribuy6 substancialmente a clarificar la estructura
deductiva de la geometria proyectiva, el estatus de las consideraciones de continuidad
quedaba todavia sin elucidar definitivamente. Esto era particularmente el caso en lo
referente a la posibilidad de definir un sistema de coordinadas para la geometria
proyectiva sin usar la métrica de la geometria euclidea. No quedaba claro si la
continuidad deberia ser considerada como una propiedad fundamental del espacio

como tal, o si ella podia reducirse a ideas mas elementales.

Algunos matematicos, como Klein y Wilhelm Killing (1847-1923), trataron de
elaborar la primera de esta dos alternativas, mientras que otros, especialmente
Hermann Ludwig Wiener (1857-1939) y Friedrich Schur (1856-1932) se avocaron a
la segunda. Wiener expuso su punto de vista en una conferencia dictada en Halle en
1891 y a la cual Hilbert asisti6. Wiener declard que seria posible demostrar el asi
llamado “teorema fundamental de la geometria proyectiva” basandose tan sélo en los
teoremas de Desargues y de Pappus. El teorema fundamental establece que para dos
lineas rectas dadas cualesquiera, existe un tinico mapa proyectivo que relaciona
cualquier trio de puntos de la primera a otros tres puntos cualesquiera de la segunda
en un orden determinado. La prueba clasica de este resultado se basaba en la
propiedad de invariancia proyectiva de la razon cruzada, la cual, a su vez, implica que
la imagen de un cuarto punto escogido en la primera recta queda unicamente
determinado por el mapa. Sin embargo, para establecer la existencia del cuarto punto
en la segunda recta es necesario basarse en algun tipo de argumento de continuidad

con respecto a las rectas.

La sugerencia de Wiener abria en apariencia la posibilidad de obviar este tipo de uso
de la continuidad en el desarrollo de todo el cuerpo de cocimiento de la geometria
proyectiva. Un poco mas tarde, en 1898, Schur demostrd efectivamente el teorema de
Pappus sin usar axiomas de continuidad. Todas estas preguntas en torno al rol de la
continuidad constituyeron el principal estimulo que llevé a Hilbert a involucrarse

activamente en los fundamentos de la geometria.

13 yéase Contro 1976, 284-289; Torretti 1978, 210-218.
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Los trabajos de Pasch también tuvieron una influencia marcada sobre matematicos
italianos, y en primer lugar sobre Giuseppe Peano (1858-1930)."* En 1889 Peano
habia desarrollado el lenguaje conceptual en el cual presento sus postulados de la
aritmética. El tratamiento axiomatico de la geometria desarrollado por Pasch le
ofrecian un interesante desafio, ya que Peano estaba interesado en elucidar la relacion
entre los términos l6gicos, por un lado, y los puramente geométricos, por el otro, y
para ello veia en su lenguaje una ttil posibilidad de hacerlo. Esto lo llevo a introducir
la idea de un sistema independiente de axiomas y a aplicarlo a su propio sistema que
era una leve modificacion del de Pasch. Este concepto de independencia es muy
parecido al que posteriormente desarrollaria Hilbert, pero Peano lo usaba para
axiomas individuales y nunca abord¢ el problema de probar la independencia de
sistema enteros.'” A pesar de su continua insistencia en ejecutar analisis detallados de
las estructuras logicas de teorias fundamentales en matematicas, Peano, de manera
similar a Pasch, no era un formalista ni un logicista en el sentido que posteriormente
se le atribuy0 a esos términos. Para Peano las ideas matematicas, y en particular

’ . . . . , . 16
aquellas de la geometria, se derivan directamente de la experiencia empirica.

Varios matematicos italianos, influenciados por las ideas de Peano, publicaron
trabajos que abordaban temas relacionados con los arriba mencionados. Entre los mas
interesantes se encuentran los de Mario Pieri (1860-1913),'7 quien tomd ya un rumbo
diferente al promover la idea de la geometria vista como un sistema puramente
hipotético-deductivo.'® También debe mencionarse el trabajo de Giuseppe Veronese
(1845-1917), quien en 1891 publico el primer estudio sistematico de la posibilidad de
una geometria no-arquimideana, es decir en la cual se omiten los axiomas de

continuidad.'® Esto lo hizo al probar la independencia entre el axioma de Arquimides

“Véase Kennedy 1980; Segre 1994.
'3 Torretti 1978, 221.

“Kennedy 1981, 443.

17 Kennedy 1981a.

'® Torretti 1978, 225-226.

19 Veronese 1891.
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y los restantes de la geometria.” Este es otro de los temas que Hilbert trataria

)
eventualmente en su libro.

Este es un breve recuento de algunos de los temas mas importantes en el trasfondo de
los acontecimientos que antecedieron a la publicacion del libro de Hilbert en 1899.
Antes de esta publicacion, todo el trabajo investigativo publicado por Hilbert se
concentro en las areas de los invariantes algebraicos y de los cuerpos de nimeros
algebraicos. Sus colegas en Gottingen llegaron hasta a sorprenderse de lo que ellos
veian como una incursion de Hilbert € un campo totalmente inexplorado por él con
anterioridad.”” Sin embargo, si bien es cierto que Hilbert no publicé con anterioridad
en este campo, tenia ya varios afios ensefidndolo, y las notas de sus cursos presentan
evidencias muy interesantes de como sus enfoques sobre los fundamentos se fueron
consolidando paulatinamente, pero siempre desde una perspectiva claramente
empiricista, donde se presenta a la geometria como una ciencia natural, y no como un
mero juego formal. Un ejemplo claro de esto se ve en el siguiente parrafo tomado del

curso que ¢l ensefio en 1891:
La geometria es la ciencia que trata de las propiedades del espacio. Ella es esencialmente
diferente de los dominios puros de la matematica tale como la teoria de los numeros, el
algebra o la teoria de las funciones. Los resultados de éstas ultimas se obtienen a través del
pensamiento puro ... La situacion es completamente diferente en el caso de la geometria. Yo
nunca podré penetrar las propiedades del espacio por pura reflexion, tal y como no podré
hacerlo en lo referente a las leyes de la mecanica o cualquier otra ley fisica de esta manera.
El espacio no es un producto de mis reflexiones. Antes bien, me es dado a través de los

sentidos.”

2 Toepell 1986, 56.
21 Schur 1909, iv-vi.
22 Blumenthal 1935, 402

2 El texto es citado en Toepell 1986, 21.
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En 1894 Hilbert dict6 otro curso donde ya se hace notar una clara inclinacion hacia la
presentacion axiomatica como la mas adecuada para un claro entendimiento de la
estructura logica de esta ciencia. Por las notas de su curso sabemos que entre los
libros que lo influenciaron en esta direccion se encuentran no solo textos geométricos,
como el de Pasch, y como la traduccion alemana del libro de Peano sobre geometria,
sino también textos de fisica, y en particular el muy influyente texto de Heinrich

Hertz (1857-1894) sobre los fundamentos de la mecénica.**

El aspecto axiomatico enfoca principalmente el problema de la independencia

que Hilbert describe como sigue:

Cuales son las condiciones necesarias, suficientes, y mutuamente independientes que deben

postularse para un sistema de cosas para que cada una de sus propiedades corresponda a un

hecho geométrico, y, inversamente, para que una descripcion y un arreglo completos de

todos los hachos geométricos sean posibles basado en este sistema de cosas.”
En este contexto, Hilbert siempre remarcaba que no hay razon para limitar este mismo
tipo de andlisis a la geometria unicamente. Por el contrario, el mismo deberia ser muy
util en todas las otras ciencias empiricas. Lo que hace que la geometria sea tan
adecuada para ser analizada axiomaticamente es el estado de desarrollo tan avanzado
en que se encuentra, mas que cualquier otro rasgo esencial de ella. En todos los otros
respectos, no hay ninguna diferencia entre la geometria y las ciencias naturales:

Entre las apariencias o hechos de la experiencia que se nos manifiestan al observar la

naturaleza, hay un tipo peculiar, es decir, aquellos hechos que corresponden a la forma

externa de las cosas. La geometria se ocupa de este tipo de hechos. ... La geometria es una

ciencia cuyos factores esenciales estan a tal punto desarrollados, que todos sus hechos

pueden ya ser deducidos de otros mas basicos. El caso de la electricidad o el de la 6ptica son

muy diferentes, pues muchos nuevos hechos estan siendo continuamente descubiertos en

ellas. Sin embargo, en lo que respecta a su origen, la geometria es una ciencia natural >

* Hertz 1956. Véase también Corry 1997, 8.
% Citado en Toepell 1986, 58-59.

% Citado en Toepell 1986, 58.
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Es el proceso mismo de la axiomatizacion el que transforma la ciencia natural de la
geometria, con su contenido empirico factual, en una ciencia matematica pura.
Hilbert no veia alguna razon aparente por qué un proceso similar no podria aplicarse
a las otras ciencias naturales. Y de hecho, en el manuscrito del mismo curso leemos
que “todas las otras ciencias—sobre todo la mecanica, pero subsecuentemente
también la Optica, la teoria de a electricidad, etc.—deberian ser tratadas de acuerdo

. (27
con el modelo utilizada para la geometria.”

Otro aspecto interesante de este punto de vista empiricista se manifiesta en los
cometarios de Hilbert sobre el axioma de las paralelas. Hilbert se refirié aqui al
conocido experimento de Gauss, quien midio los angulos entre tres altos picos en
Hannover para determinar, por medio de su suma, cudl es el tipo de geometria que
realmente describe nuestro espacio. Aunque los resultados de ese experimento
convencieron a Gauss a decidirse a favor de la geometria euclidea,”® Hilbert sefialo
que en teoria existia la posibilidad de que algun futuro experimento pudiera

convencernos de lo contrario.

Hilbert volvio a discutir los fundamentos de la geometria en un curso de 1899. Las
ideas que desarrolld al preparar este curso fueron las que a fin de cuentas proporciond
el contenido de su famoso libro de ese mismo afo. El espiritu empiricista que hemos
mencionado arriba se refleja una vez mas en este curso, y en ese sentido es pertinente
traer una cita mas que ayuda a entender lo lejos que estaba Hilbert de ser un

formalista al emprender su gran trabajo en geometria. Asi dijo ¢l en su curso:

Como la mecanica, la geometria también emerge de la observacion, de la experiencia. En
este sentido ella es un ciencia experimental ... Pero sus fundamentos experimentales han sido
tan irrefutablemente, y tan generalmente reconocidos-- ellos han sido confirmados a tal
grado, que ya no se considera necesario dar pruebas adicionales de ellos. Es mas, todo lo que

se necesita es derivar estos fundamentos de una coleccion minima de axiomas

" Citado en Toepell 1986, 94.
% Sobre el significado de las observaciones de Gauss hay diferentes interpretaciones. Véanse

Breitenberger 1984; Miller 1972; Scholz 1993, 642-644.



Empiricista: 15

independientes 'y asi construir el edificio todo de la geometria por medios puramente
logicos. De esta manera [es decir por medios puramente logicos], la geometria se vuelve una
ciencia matemdtica pura. También en mecéanica se da el caso de que los fisicos han
reconocido sus hechos mds basicos. Pero la organizacion de los conceptos basicos todavia
estd sujeta a cambios en su percepcion ... y por ende la mecanica no puede ser descrita
todavia hoy en dia como une disciplina matemdtica pura, o por lo menos en el mismo
sentido en que podemos decirlo de la geometria. Debemos aspirar a que la mecanica llegue a

serlo. Debemos estirar los limites de la matematica lo mas ampliamente posible, para el bien,

no solo de nuestros intereses matematicos, sino en el interés de la ciencia en general.29

“Los Fundamentos de la Geometria” apareci6 en 1899.%° Hilbert presentaba axiomas
formulados para tres sistemas de objetos indefinidos: Puntos, lineas, planos. Los
axiomas definen interrelaciones que estos objetos deben satisfacer. Hilbert los agrupé
en tres grupos: incidencia, orden, congruencia, paralelas y continuidad. Los grupos no
tienen ningun significado 16gico de por si. Antes bien, ellos reflejan la concepcion de
Hilbert de los axiomas como expresiones de nuestra intuicion especial y las diferentes
formas en que ésta se presenta. Cabe sefialara aqui el término “intuicién” que aparece
tanto en el libro de Hilbert como en la gran mayoria de los textos contemporaneos, se
refriere de una manera u otra, al concepto kantiano “Anschauung” que fue
interpretado en formas diversas y sutilmente diferentes a lo largo de los afios.
Obviamente no podremos entrar aqui a una discusion completa de esta complejo

tema.

La primera demanda que hace Hilbert de estos axiomas es que sean independientes,
demanda que ya hemos visto mencionada en sus cursos. Hilbert desarroll6 aqui el
conocido método de describir modelos que satisfacen un cierto nimero de axiomas,
pero no los otros, como forma de establecer esta independencia. Pero lo que a Hilbert
le interesa es el aspecto geométrico de esta independencia. Su libro no es un estudio

abstracto de las relaciones logicas entre los axiomas. Ya vimos la importancia

* Citado en Corry 1997, 108-109 (Enfasis en el original):

30 Este es le tema desarrollado en detalle en Toepell 1986.
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conferida al estudio de las suposiciones de continuidad en el siglo diecinueve. Es esto
lo que interesa directamente a Hilbert: cuales de los teoremas fundamentales del la
geometria proyectiva se derivan de cudles, y cuales son independientes. De hecho,
desde un punto de vista estrictamente logico, los axiomas de Hilbert no representaban
el sistema mas econdémico que cabe imaginarse. Varios matematicos notaron
inmediatamente que el sistema de Hilbert contenia algunas redundancias,*' pero esto
es verdad si los axiomas se consideran como una coleccion completa y no como
colecciones de grupos. A Hilbert lo que le interesaba aqui era la independencia mutua

entre los grupos, no entre axiomas individuales de diferentes grupos.

Relacionada con la anterior es la segunda demanda que Hilbert requiere de los
axiomas: simplicidad. Esta es una propiedad que no se establecié como parte del
desarrollo del analisis axiomatico en los afios que siguieron, y en realidad Hilbert
mismo nunca la defini6 con claridad. Ella se deriva directamente de las concepciones
expuestas por Hertz para el tratamiento axiomatico de las teorias fisicas. Lo que se
requiere, esencialmente, es que un axioma contenga “no mas de una sola idea”.
Hilbert menciona este requerimiento en la introduccion a su libro, pero mas adelante
no busca implementarlo explicitamente. Sin embargo, de alguna manera estd presente

implicitamente como un desideratum estético para cualquier sistema axiomatico.

Otro requerimiento que Hilbert tomo de Hertz es el de la “completitud”. Una
axiomatizacion adecuada para Hilbert es aquella que permita derivar todos los
teoremas o resultados conocidos de la disciplina en cuestion. Los axiomas que
presentd en su libro permitirian, segiin su concepcion declarada, derivar desde su
base, todos los teoremas conocidos de la geometria euclidea asi como los de las no-
euclideas, dependiendo en que sistemas de axiomas se escogiese. Hilbert discutio en
detalle el rol de cada uno de los grupos de axiomas en las demostraciones de los
resultados cruciales que motivaron su investigacion, siguiendo la linea de los
investigadores arriba mencionados: el teorema de Desargues y el de Pappus. En
particular esto le permitio clarificar las premisas necesarias para la coordinatizacion

de la geometria proyectiva, tarea que ya muchos habian emprendido antes de €l.

3! Schur 1901. Véanse Corry 1996, § 3.5; Torretti 1978, 239 ff,



Empiricista: 17

Pero una vez mas debe enfatizarse aqui: lo que se busca es el sistema adecuado para
cada una delas teorias conocidas y suficientemente elaboradas, y no al contrario. No
se trata de escoger un sistema mas o menos arbitrario de premisas y de ver a donde

ellas nos conducen.

Si bien Hilbert desarroll6 un método claro para determinar la independencia en su
sistema de axiomas, nunca hizo lo mismo ni para la simplicidad ni para la completitud
aqui mencionadas. Es importante, claro estd, no confundir el concepto de completitud
aqui descrito, con el concepto conocido de la teoria de los modelos, que fue
desarrollado muchos afios después y que a estas alturas es totalmente ajeno a las
concepciones axiomaticas de Hilbert. Se trata aqui de un concepto “pragmatico” de la
completitud del sistema: sirve o no sirve para describir la teoria toda? En el caso de la
geometria euclidea Hilbert estaba convencido de que bastaba mostrar que la
geometria sintética podia derivarse de sus axiomas podia traducirse a la geometria

analitica tradicional (tomando a los reales como ejes).

La consistencia del sistema es otro de los puntos de interés de Hilbert en su libro. Es
notable, sin embargo, que ello no es mencionado en la introduccion al libro.
Inmediatamente después de definir los varios grupos de axiomas y discutir sus
consecuencias inmediatas, Hilbert mencion6 al tema muy brevemente. Desde el punto
de vista del desarrollo posterior de la metamatematica como la conocemos hoy en dia,
la pregunta de la consistencia se transformo en una del as centrales, y por ende,
muchas veces ella es vista como si hubiese sido también la de mayor importancia en
la presentacion axiomatica de la geometria por Hilbert ya en 1899. Sin embargo, en el
contexto historico preciso de este libro, esto no era de ninguna manera el caso. De
hecho, Hilbert no le dedica mas de dos paginas en el libro, y el texto no deja ver muy
claramente cual era la motivacion de Hilbert al presentar este punto precisamente ahi
donde lo hace. Es bastante improbable que Hilbert pensara en 1899 que los teoremas
de la geometria euclidea pudieran llevar a una contradiccion ni que sea necesario
probar esto, en especial, dada la concepcion de Hilbert de la geometria como una
ciencia natural que describe el espacio fisico. Antes bien, Hilbert parecia estar
siguiendo una idea expresada por Hertz en su Mecdnica, segin la cual, las teorias
fisicas, al irse desarrollando, van agregando hipoétesis que parece razonables de por si,
pero que finalmente pueden llegar a contradecir otras hipotesis que se han asumido

con anterioridad. El analisis axiomatico de la mecanica que Hertz habia realizado, se
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destinaba a aclarara una posible situacion como esta en esa disciplina, y esta era una
idea que Hilbert quiso adoptar tanto para la geometria como para las otras ciencias
empiricas. Dado le reciente auge de la geometria no-euclidea seria tal vez conveniente
clarificar si en la geometria no se habian adoptado recientemente algunas
suposiciones adicionales que podrian estar contradiciendo el ya aceptado cuerpo de

conocimiento de esta disciplina.

Estos son entones los requerimientos que Hilbert establece para su sistema de
axiomas de la geometria: completitud, consistencia, independencia, y simplicidad. En
principio, no hay ninguna razén por la cual un analisis como el aplicado por el a su
sistema para la geometria pueda también aplicarse similarmente a cualquier sistema
de postulados que establecen relaciones entre elementos indefinidos, incluyendo
postulados abstractos, arbitrariamente escogidos, y carentes de algun significado
intuitivo directo. Pero el hecho es que Hilbert nunca actué de esta manera. Su
concepcion no incluia ni estimulaba el hacerlo. Todo su trabajo de esta época en el
area de la axiomatizacion se referia a sistemas que definian teorias elaboradas y bien

establecidas: no s6lo la geometria sino también la mecanica y otras areas de la fisica.

Mas aun: en los afios inmediatamente posteriores a la publicacion del libro de
Hilbert, encontramos un gran numero de trabajos matematicos, especialmente en los
Estados Unidos, en los cuales se realizan analisis de sistemas de postulados
abstractos, para conceptos algebraicos tales como grupos, cuerpos, algebras
booleanas, etc., basados en la aplicacion de los conceptos y las técnicas introducidas
por Hilbert.* No existe ninguna evidencia que Hilbert mostré interés alguno en estos
trabajos, y de hecho existen muchas razones para pensar que Hilbert nunca contemplo

que su propio trabajo implicaria esta direccion de investigacion.*

En el siglo que empezaba “Los Fundamentos de la Geometria” de Hilbert tendrian

una enorme influencia, directa e indirecta en muchos campos de investigacion, en la

32 Por ejemplo Moore 1902a, Huntington 1902.

3 véase Corry 1996, § 3.5.
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ensefianza de la matematica y en la forma en que los textos se irian escribiendo. Iria
mucho mas alla del especio aqui disponible analizar todas las reacciones y
proyecciones inmediatas al trabajo de Hilbert. Sin embargo, lo dicho aca deberia
bastar para indicar cuan lejos estaba Hilbert, sobre todo en esta etapa relativamente
temprana de su carrera de ser el formalista que muchas veces se ha presentado. Es
propicio concluir con un parrafo tomado de un curso dictado en 1905, sobre la
axiomatizacion de la fisica, y en donde vemos claramente la esencia de su concepcion
del analisis axiomatico como un medio para asegurar la solidez de las teorias
existentes, y no como un medio para introducir de manera artificial, teorias basadas en
le desarrollo formal de sistemas abstractos de postulados faltos de significado

intuitivo. Asi los describe el propio Hilbert:
El edificio de la ciencia no se construye como una vivienda, en la cual hay que establecer
primeramente unas fundaciones firmes para poder después proceder a levantar y a ensanchar
las habitaciones. La ciencia prefiere hacerse lo antes posible de confortables espacios por
donde pasearse con holgura y es solamente después, cuando los primeros signos aparecen
por aqui y por alla, que las inestables fundaciones no son capaces de sostener la expansion
de los dormitorios, que ella se dispone a repuntarlos y fortificarlos. Esto no es un signo de

debilidad, sino mas bien la via y correcta para su buen desarrollo.**

Leo Corry
Cohn Institute for History and
Philosophy of Science and Ideas
Tel Aviv University,
Ramat Aviv 67798
Israel
corry(@post.tau.ac.il
http://spinoza.tau.ac.il/hci/ins/cohn/corry/homepage.htm

* Citado en Corry 1997 .
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