Los fundamentos logicos
de las matematicas

Mis investigaciones acerca de los nuevos fundamentos de las ma-
tematicas' tienen como proposito principal eliminar de manera definitiva
cualquier duda en relacién a la confizbilidad de la inferencia matematica.
La necesidad de una investigacién de este tipo se nos hace patente cuando
observamos cuin diversas e imprecisas son las ideas que han surgido en
torno de esta problematica, inclusive las formuladas por algunos de los
mas notables mateméticos. Recordemos también que ciertas conclusiones
e inferencias tenidas entre las més seguras han sido rechazadas por algunos
de los mateméticos mds prestigiados de los tltimos tiempos.

Una solucién completa de estas dificultades de principio requiere de
una teoria cuyo objeto de estudio sea la demostracion matematica misma.
Gracias a la valiosa v eficaz colaboracién de Paul Bernays he logrado
desarrollar una teoria de la demostracion, de tal manera que, con ella resulta
posible una fundamentacién satisfactoria del andlisis y de la teoria de
conjuntos.

Ma3s atlin, creo que mis analisis me han Ilevado al punto de poder
afirmar que también los problemas clasicos de la teoria de conjuntos,
como el problema del continue y otros de igual importancia abiertos en
la l6gica matematica, pueden atacarse provechosamente con mi teoria.

No es posible hacer en este lugar una exposicién en detalle de la
teorfa con sus largos y penosos desarrollos. Sin embargo, el curso mismo
de nuestra investigacién ha permitido el surgimiento de una serie de

1 C#- las conferencias sustentadas por el autor en Copenhage v Hamburgo, Abbandlungen aus
dem mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitat, 1922 [Cap. 111 del presente volumen).
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nuevas ideas, conexiones y dificultades que por si mismas merecen
nuestra atencién. Me propongo discutir aqui uno de estos problemas,
uno que, por lo demas, toca profundamente el niicleo mismo de mi teoria
de la demostracibn.

Recordemos, en primer término, el axioma de eleccion. Este prin-
cipio fue expuesto y formulado inicialmente por Zermelo quien basan-
dose en él ha logrado ofrecer una genial demostracién del buen orden
del continuc®. Las objeciones que se han hecho en contra de esta prueba
y en relacién a los desarrollos dependientes de ella en la teorfa de
conjuntos se refieren fundamentalmente al principio de eleccién. En
nuestros dias es todavia muy frecuente poner en duda la validez del
axioma de eleccidn, aceptando al mismo tiempo el resto de los principios
deductivos que son usuales en la teorfa de conjuntos en general y en las
demostraciones de Zermelo en particular,

En mi opinidn, esta actitud es equivocada. El andlisis logico, tal y
como éste se lleva a cabo en mi teoria, muestra que la idea fundamental
que subyace al axioma de eleccidén es un principio ldgico general que
resulta necesario e indispensable, inclusive para las cuestiones mas
elementales de la deduccidn matematica. Si logramos dar una base firme
a estos primeros pasos tendremos también preparado el terreno para el
axioma de eleccion. Mi teoria de [a demostracién permite ambas cosas.

La idea fundamental de mi teoria de la demostracidn es la siguiente:
Todo le que hasta ahora ha formado parte de las matematicas se formaliza
de manera estricta, de tal manera que la matematica real o la matematica
en un sentido estricto {in engerem Sinne] se convierte en un conjunto de
formulas. Estas se difereacian de las férmulas normales en las matemati-
cas solamente en que, ademés de los signos usuales, contienen también
signos légicos, en particular sighos para la implicacion {( — ) y para la
negacién (),

Ciertas forn. a5 que sirven como base para el edificio formal de las
matematicas se Hlaman axiomas. Una demostracidn es una figura que debe

2 E. Zermelo, “Beweis, dafl jede Menge Wohlgeordnet werden kann”, Mathematische Annalen
59, 1904, [N. de T.]

En el escrito antes mencionado se evita este simbolo. No obstante, [z exposicién presente
difiere ligeramente de la que se da en aquél y en ella el simbolo de negacién no representa

peligro alguno.
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presentarse ante nosotros como algo intuitivo y consiste de inferencias
realizadas conforme al esquema

&
T

T

donde en cada caso las premisas; esto es, cada una de las férmulas
correspondientes 2 $ y # — T es, o bien un axioma, o se obtuvo por
sustitucidn en un axioma, o bien coincide con la férmula final T de una
inferencia cuyas premisas aparecen ya en la demostracién, o por susti-
tucién en esa férmula final,

Una férmula es demostrable si es o bien un axioma, o se obtuvo por
sustitucién de un axioma o cuando es la formula final de una de-
mostracion.

Ala matematica real {eigentlich] asi formalizada se afiade una especie
de nueva matematica, una metamatemdatica, necesaria para salvaguardar
aquélla y en la que, en contraposicion a los modos puramente formales
de inferencia de la matematica real, la inferencia concreta es utilizada,
pero unicamente para la prueba de consistencia de los axiomas. La
metamatematica trabaja con las demostraciones de la matematica real y,
en realidad, éstas constituyen su objeto de investigacién.

Las matematicas en general se desarrollan entonces por medio de
una transicién constante en dos sentidos: por una parte, obteniendo a
partir de los axiomas nuevas formulas demostrables por medio de la
inferencia formal; y, por la otra, ahadiendo nuevos axiomas junto con la
prueba de su consistencia por medio de inferencias concretas.

Los axiomas y teoremas, esto es, las férmulas que surgen en estas
transformaciones, son las representaciones [Abbilder] de las ideas que
constituyen los procedimientos utilizados hasta ahora en las mateméit-
cas, sin constituir ellos mismos verdades en un sentido absoluto. Como
verdades absolutas han de considerarse mas bien los resultados relativos
a la demostrabilidad y a la consistencia de esos sistemas de férmulas que
se obtienen gracias 2 mi teoria de la demostracion.

Este programa determina nuestra eleccién de axiomas para la teoria de
la demostracién. La lista de nuestros axiomas comienza con los siguientes:
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I.  Axiomas de la implicacion
. A>(B>4)
{(adici6n de una suposicidn)
2. {A—>(A>B)}->(A-B)
(supresién de suposiciones)
3. {d-(B-C)} > {B(A4-C))

(intercambio de suposiciones)

4. (BoC)>{(A-5B)>(A>C)}
(eliminacién de proposiciones)

II.  Axiomas de la negacién

5.4->(A— B)
(ley de la contradiccién)

6. (A>B)>{(A> B)>B}
(principio del tercero excluido)

III.  Axiomas de la igualdad
7. a=a

8. a=b—>(A(a)—>A(}))

IV. Axiomas numéricos
9. a+1#0.
10. §(a+1)=a

En relacion a 9 es necesario tener presente que la negacién formal
de & = &, se escribe también 4 # .?7 y que, ademds, 4 + 1 # 0 es la negacion
formal de a + 1 =0.

Con base en los axiomas 1-10 es facil obtener todos los nitmeros
enteros positivos, lo misme que las ecuaciones numéricas validas que a
ellos se refieren. A partir de estas bases y haciendo uso de una logica
“finitista” al realizar consideraciones puramente intuitivas (entre las que,
sin duda, hay que contar a la recursion y a la induccién intuitiva para
totalidades finitas), es posible obtener la teoria elemental de los niime-
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ros®, sin que para ello se tenga que recurrir a modos de inferencia dudosos
o de alguna manera problematicos.

Los teoremas obtenidos de acuerdo con este punto de vista tienen,
todos ellos, un caracter finitista. Es decir, puede llegarse concretamente
[inhalttich] a los pensamientos que representarn, sin recurrr a ningun
axioma, considerando solamente totalidades finitas.

Pero en la teoria de la demostracién queremos, ademas, ir mas alla
de la esfera de la légica finitaria y obtener aquellos teoremas que
representan a los teoremas transfinitos de la matematica usual. En nuestra
opinidn, la verdadera fuerza y validez de la teoria de la demostracién se
pone de manifiesto precisamente porque con ella nos resulta posible dar
una prueba de consistencia, una vez que hemos aceptado ciertos axiomas
adicionales de caracter transfinito, '

¢En qué momento se trasciende por primera ocasion la esfera de lo
intuitivo y finito? Evidentemente, cuando nos servimos de los conceptos
“todo” y “existe”. Lo caracteristico de estos conceptos es lo siguiente. La
afirmacidn de que fodos los objetos de una totalidad finita dada de la que
se puede tener una visidon completa poseen una cierta propiedad es
equivalente a la yuxtaposicién de varios enunciados particulares por
medio de la palabra “y”. Afirmar que todos los asientos de este auditorio
son de madera equivale a decir: este asiento es de madera y ese asiento es
de madera y... y el asiento de alld es de madera.

De manera aniloga, la afirmacién de que en una totalidad finita existe
un objeto con una cierta propiedad es equivalente a una composicion de
enunciados particulares por medic de la palabra “o”. Por ejemplo, el
enunciado de que entre estos gises hay uno rojo equivale a decir: este gis
es 10jo O ese gis es rojo o...0 el gis de alla es rojo.

Con base en lo anterior podemos concluir la validez de la siguiente
versidn del principio del tertium non datur para totalidades finitas: o bien
todos los objetos poseen una clerta propiedad, o bien existe entre ellos
uno que no la posee. Al mismo tiempo, utilizando los signos corrientes
de cuantificacién universal y existencial —“para toda &”: ( @ ); no_para
toda a: (2 ) “existe una & { Ea); “no existe ninguna «™: (Ea)—
obtenemos la validez estricta de las equivalencias

4 . .- . ., .

En la exposicién definitiva de nuestra teoria, la fundamentacién de la teoria elemental de
los niimeros se da también por medio de axiomas. Por razones de brevedad nos referiremos
aqui a la fundamentacidn intuitiva directa.
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(2)A(a) eq. (Eaz)A
v de L _
(Ea)A(a) eq (a)A{ a)

donde A (@) representa un enunciado con una variable 4, esto es, un
predicado.

Ahora bien, es usual en las matematicas suponer sin més la validez
de estas equivalencias, inclusive cuando se habla de totalidades infinitas
de individuos. Con ello, sin embargo, hemos abandonado el terreno de
o finito, adentrindonos en la esfera de los modos de las inferencias
transfinitas.

Por lo demas, cuando en la esfera de lo infinito utilizamos sin
reparos de ninguna indole un procedimiento vilido en el terreno de lo
finito, lo que estamos haciendo es, en realidad, abrir de par en par las
puertas para que en nuestras consideraciones se deslicen errores. De
hecho, aqui interviene la misma fuente de errores que nos es familiar en
el analisis: asi como alli la transposicidn de los teoremas validos para
sumas y productos finitos es licita para sumas y productos infinitos sélo
cuando una inspeccién sobre la convergencia garantiza las inferencias,
las sumas y los productos 16gicos infinitos

A &A&A &...,
divAzvAIv...,

no deben ser tratados como si fueran finitos, a no ser que la teorfa de la
demostracién lo permita.

Consideremos las equivalencias que hemos establecido un poco
antes. Cuando se considera una infinidad de objetos, ni la negacién del
juicio general (2 ). A a ni la negacién del juicio existencial ( E 2 )4 «
tienen, ¢€n principio, un contenido preciso. En ocasiones, sin embargo,
pueden adquirir un sentido, por ejemplo, cuando la afirmacién
(4 ) A a es contradicha por un contraejemplo, o cuando a partir de la
suposicion (a)Aa o de ( E 2 ).Aa se deriva una contradiccién. Sin
embargo, estos casos no se oponen por contradiccidn, pues aunque
A ( a } no sea vilido para toda 4, todavia no sabemos que realmente haya
un objeto con la propiedad A . Por razones analogas; tampoco podemos
decir sin mas que o bien ( @ }.A a es valido, o bien que ( E 2 ) A 2 lo es,
o bien que estas afirmaciones exhiben realmente una contradiccién. Las
expresiones “hay” [es gibt] v “se presenta, aparece” [es liegt vor] tienen
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obviamente el mismo significado cuando se habla de totalidades finitas.
En relacién a totalidades infinitas solamente el segundo de estos concep-
tos tiene cierta clanidad.

Vemos asi que para fos propésitos de una fundamentacién estricta
de las mateméiticas, los modos de inferencia usuales en el Analisis
ciertamente no pueden suponerse como algo légicamente evidente. Mas
bien, nuestra tarea consiste precisamente en indagar por qué y en qué
medida la aplicacién de modos.de inferencia transfinitos, tal y como éstos
se presentan en el Analisis y en la teoria de conjuntos, nos permite obtener
siempre resultados correctos. El manejo libre de lo transfinito y su entero
dominio y control deben tener lugar a partir de lo finito. ;Como es
posible la solucidn de este problema?

De acuerdo con nuestros propdsitos iniciales, afiadiremos a los
cuatro grupos de axiomas que hasta ahora hemos presentado aquellos
que expresan los modos de inferencia transfinita. Estos se designan en el
- lenguaje corriente por medio de frases como “todos”, “hay”, “tercero
excluido”, “induccion completa”, “principio de Aristoteles”, “de la existencia”, “de
la reduccion”, “de la completud” v “de eleccion”.

Voy a servirme de la idea que subyace al principio de eleccidn para
introducir una funcién légica

T{(A)oblent(A{a)),

que asigna a cada predicado A ( a4 }, esto es, a cada enunciado con una

variable 2, un objeto definido T {4 ). Mas aln, esta funcidon t debe
satisfacer el siguiente axioma:

V. Axioma de transfinitud
i1. A{tA)—>A(a).

Expresado en el lenguaje comin este axioma nos dice que cuando un
predicado A se aplica al objeto T4, también se aplica a todo objeto a. La
funcién T A es una funcién individual definida de una sola variable A4 de
predicados. Podemos llamarlz la funcion transfinita, dando al mismo
tiempo al axioma 11 el nombre de axtoma de transfinitud. Para aclarar su
contenido, tomemos, por ejemplo, en lugar de A el predicado “ser
sobornable”. Tenemos entonces que T.4 designa a una persona definida,
con un sentido de la honestidad tan inquebrantable que del hecho de que
ella resultase sobornable se seguiria que toda persona lo seria igualmente.
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El axioma V de transfinitud debe verse como el origen de todos los
conceptos, principios y axiomas transfinitos. Si, por ejemplo, afiadimos los

VL.  Axiomas definitorios de los cuantificadores
universal y existencial

A(tA)Y->(a)A(a),
(2)A(a)->A(1A),
A(tA) > (Ez)A(2),
(Ea)A(a)>A(tA4).

la totalidad de los principios puramente légicos y transfinitos que hemos
mencionado se obtendrian como teoremas; esto es, :

(a)A(a)y—>Aa
(Principio Aristételico)

A(a)y>(Esa)Aa
(Principio Existencial)

(a)Aa—>(Ea)Ada,
(Ea)Ada > (a)Aa,
(Ea)Adaz— (a)Aa,

(2)Az >(Ea)Aa.

Por medio de estas Gltimas cuatro formulas es posible demostrar la
validez de las equivalencias anteriormente establecidas para totalidades
finitas, lo mismo que el principio del tercero excluido para totalidades
infinitas”. De esta manera, vemos que todo lo que hasta aqui hemos
expuesto depende de la demostracién de la consistencia de los axiomas
IV (1-11).

La 1dea fundamental que subyace a una prueba de esta indole es
stempre la misma. Suponemos que tenemos una demostracién concreta

; Estoy en deuda con P. Bernays por haberme hecho ver que fa formula 11 basta para la
derivacton de todas estas formulas. '
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[konkret] dada como figura, con la férmula final 0 # 0. A este caso puede
reducirse clertamente la existencia de una contradicciéon, Una vez hecho
esto mostramos por medio de una consideracidén finitista concreta que
esto Gltimo no puede constituir una demostracion que satisfaga nuestras
exigencias.

Debemos ofrecer, en primer lugar, una demostracién de la consis-
tencia de los axiomas I-IV (1-10). El procedimiento consiste en modificar
sucesivamente la demostracidn que hemos supuesto como existente, de
acuerdo con los siguientes criterios:

1. La demostracién puede transformarse por medio de [a repeticion
y eliminacion de formulas para obtener una demostracion en la que para
cada formula haya una y solo una formula “sucesora”, a cuyo surgimiento
contribuya. De este modo, la demostracién puede ser analizada en lineas
[Fiden] que partiendo de los axiomas desembocan en las foérmulas
terminales.

2. Las variables que intervienen en la demostracidon pueden ser
eliminadas.

3. Puede lograrse que en cada férmula Gnicamente aparezcan, aparte
de los simbolos 16gicos, los numerales

0,0+1,0+1+1,...,

de tal manera que cada formula de la demostracién se convierta en una
formula “numeérica”.

4. Toda formula se convierte en una cierta “forma normal” 10gica.

Una vez que estas operaciones se han efectuado para cada férmula
de la demostracidn, un control directo sobre ella es posible. Es decir, en
un cierto sentido {atin por precisarse), serd posible determinar si la
demostracion es “correcta’ o “incorrecta”. S1la demostracion considerada
satisface todas nuestras exigencias, toda formula en ella debera aprobar,
a su vez, este requisito, por lo que lo mismo tendria que ocurrir con la
férmula terminal 0 # 0, lo que claramente no es el caso. Con ello se
habria demostrado la consistencia de los axiomas de los grupos [-1V (1-10).
La prueba detallada de esto, que aqui hemos solamente bosquejado, rebasa
evidentemente los limites de una conferencia. |

En nuestro caso, sin embargo, se hace urgente ofrecer una de-
mostracién de la consistencia del axioma V (11), pues es gracias a €] que
pueden justificarse en las matematicas los modos de inferencia transfinitos.
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Quusiera desarrollar con cierto detalle las ideas centrales de esta
demostracidn en el primero y més sencillo de los casos.

Este primer caso se presenta ante nosotros tan pronto como exten-
demos nuestra teoria de los nilmeros, que hasta ahora ha mantenido un
caracter estrictamente finito, Llevamos a cabo esto tomando en ef axioma
¥ (11) a los objetos 4 como numerales, esto es, como los niimeros enteros
positivos, incluyendo al 0, y a los predicados A ( 4) como ecuaciones
f(a)=10, donde fes una funcién numérica comin. La funcién ldgica
T asigna a cada predicado un objeto, es decir, a cada funcién matemdatica
Jjunnimero. T se convierte entonces en una funcién de funcién numérica
ordinaria, de tal manera que si fes una funcién definida, T es un nmero
definido. S1 llamamos T ( f) a éste,

1(f)=%(f(a)=0),
el axioma V {11) se convierte en el axicma

2. f(1(f))=0-F(a)=0.

La propiedad de la funcidén de funcién 7 ( f) representada en esta
forma encuentra su realizacién mas sencilla cuando entendemos por
T{f) el nimero 0 en cuanto se satisface la ecuacion f( @ ) = 0 para cada
a, tomando T ( f) como el primer niimero « para el que f( a ) # 0. De
no ser asi, T (_f) es una funcidn transfinita y pertenece precisamente a la
clase de aquellas que Brouwer y Weyl consideran ilicitas. Sin embargo, lo
decisivo aqui es la demostracién de que afadir el axioma 12 a los axiomas

1-10 no conduce a contradicciones.
_ Recordemos, para este fin, la prueba de la consistencia de los axiomas
1-10 y tratemos de extenderla al caso que nos ocupa. Hay que considerar
ahora una nueva dificultad que consistiria en que en la demostracién a
la que nos enfrentamos aparece el signo 7 { f), pudiéndose reemplazar
la variable funcional fpor funciones especiales cualesquiera @, @’, ... .
Por el momento, sin embargo, y en aras de la facilidad y la simplici-
dad, supondremos que hay una tnica funcién espectal @ de ese tipo como
posible reemplazo para f. De esta manera, la prueba en cuestion puede, en
Gltima instancia, transformarse en una demostracién en la que, ademas de
signos logicos y numerales, sélo aparece T (@ ), en donde © representa
una funcidn especial en cuya definicidén no se ha utilizado 7 .
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Dada esta demostracion, procedemos a aplicar en orden las siguien-
tes operaciones:

1. Reemplazamos uniformemente, y en cierta forma de manera
provisional, a modo de ensayo, T (@) por el numeral 0. Nuestra
demostracion se convierte entonces en una sucesion de formulas “numé-
ricas”. Todas estas formulas son “correctas” en el sentido anterior,
posiblemente con la excepcion de aquellas que resultan del axioma 12.
Ahora bien, cuando tomamos @ por £, si se hace la sustitucién correspon-
diente para 2 y se pone el numeral 0 en lugar de 1 (@), las Gnicas
férmulas que se derivan del axioma 12 son de la forma |

9(0)=0—-9(5)=0.

Como en esta expresion £ y @ representan, respectivamente, un
numerzal y una funcién definida recursivamente —la definicién recursiva
puede incorporarse facilmente 2 nuestro formalismo— @ ( £ ) se reduce
también a un numeral. Se trata entonces esencialmente de ver si en estas
férmulas @ (€ ) se convierte en el numeral 0 después de esta reduccién
aun numeral, o sien algn momento a partir de @ ( { ) surge un numeral
distinto de 0. En el primer caso habremos demostrado la consistencia,
porque entonces todas las féormulas que se siguen del axioma 12 son
correctas. La sucesion de férmulas que obtuvimos de la demostracidn se
convierte nuevamente en una demostracién en la que el control paso a
paso garantiza que todas las f6rmulas son correctas, por lo que la férmula
incorrecta 0 # 0 no puede ser una foérmula terminal.

2. En el segundo caso, hemos obtenido una £, tal que
0(5)=0

resulta una férmula falsa. Procedemos después de la siguiente manera en
relacién a la demostracién que aqui se nos presenta.

Sustituimos de manera uniforme en la prueba el numeral { , en lugar
de 0, por 1 (¢ ). Las férmulas que se siguen del axioma 12 tienen
entonces, en su totalidad, la forma

¢ (C)=0->¢9(5)=0.

Se trata, ademas, de formulas stempre verdaderas, puesto que la
férmula que antecede al signo de implicacion es falsa, Nuevamente en la
demostracién aparecen sélo formulas numéricas verdaderas, por lo que
la formula final no puede ser 0 2 0. |
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Con ello hemos dado una demostracién completa de la consistencia
de la funcidn transfinita T (f). Pero, a la vez, obtenemos el principio
del tercero excluido para el concepto de una serie numérica infinita, como
la que representa la variable numérica en £. Es decir, con base en los
axiomas de la negacidn (115 y 6), la negacidn formal es equivalente a lo
opuesto contradictorio. Como T(f)#0 es la negacién formal de
T(f)=0, por VI, 1(f)#0 y (Ea)(f(a)#0); y 1(f)=0y
(2)(f( 2 )=0) son respectivamente equivalentes.

La soluci6n que nuestra teoria de la demostracién da a este problema
puede interpretarse como sigue. Nuestro pensamiento es finito, y cuando
pensamos tiene lugar un proceso finito, Esta verdad, evidente en si
misma, se incorpora en la teorfa de la demostracién de la manera
siguiente. 51 en alglin sitio surgiera una contradiccién, al tiempo que nos
percatamos de ella, tendria que realizarse una eleccién correspondiente
entre la totalidad infinita de cosas involucradas en ella. De acuerdo con
esto, en la teoria de la demostracién no se afirma que pueda encontrarse
siempre un objeto entre la infinidad de objetos, sino tan sélo que puede
procederse siempre sin riesgo de error, como si, en efecto, se hubiera
ilevado a cabo la eleccion.

Podemos conceder que Weyl esti en lo justo cuando habla de la
existencia de un argumento circular, pero éste no constituye, en todo
caso, un circulo vicioso. Mas bien, la utilizacién del principio del tercero
excluido no representa peligro alguno.

En la teoria de la demostracién, a los axiomas finitos se afiaden los
axiomas y las formulas transfinitos, de manera aniloga a como en la
teoria de los nlimeros complejos a los elementos reales se afaden los
imaginarios, y a como en la geometria a las figuras reales se afaden las
imaginarias. Se puede, en verdad, afirmar que en la teoria de la de-
mostracion el é&xito de esta manera de proceder es el mismo que en los
casos mencionados, a saber: la simplicidad v el caricter deductivamente
cerrado de la teorfa.

De acuerdo con lo que hasta ahora hemos expuesto, la funcién
transfinita © (/) puede aplicarse sin restricciones en las matematicas,
tanto en la definicién de funciones y construccidn de nuevos conceptos,
como en la realizacién de las demostraciones matematicas.

Un ejemplo de definicién de funcién nos lo proporciona la funcién

o(a)=[a'"],
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en donde el signo de la derecha toma los valores @ y 1 respectivamente,

seglin que aﬁ sea un nimero racional o trracional,

Por lo que a su uso en las demostraciones se refiere, las pruebas que
se encuentran en la literatura permiten reconocer ficilmente si en ellas
se utiliza o no de manera esencial una funcidén transfinita. En realidad,
las dos demostraciones distintas, que nosotros mismos hemos ofrecido,
del cardcter finito de los sistemas de invariantes completos, constituyen
ejemplos adecuados de lo anterior. En el primer caso, se utilizan modos
de deduccion transfinitos, mientras que en el segundo no. La primera de
las pruebas de la finitud del sistema completo de invariantes presentada
pertenece al tipo de demostraciones en las que los modos de deduccion
transfinita son esenciales e imprescindibles.

Puede suponerse, por supuesto, gue un teorema finitista se puede
demostrar siempre sin recurso alguno a modos transfinitos de deduccién,
como ocurre, por ejemplo, con el tecrema de la finitud de un sistema
completo de invariantes, seglin lo muestra la segunda de las pruebas
mencionadas. Sin embargo, esta afirmacion pertenece al tipo de afirma-
ciones de que toda proposicidbn matemética en general o bien puede
demostrarse o bien refutarse.

P. Gordan encuentra una cierta obscuridad en los modos de deduc-
c1i6n transfinitos utilizados en la primera de nuestras demostraciones
acerca de los invariantes. La manera de poner de manifiesto su insatisfac-
cidn es llamar a la prueba “teologica™. Gordan modifica después la
exposicion del argumento, incorporando su simbolismo y creyendo, con
ello, haber despojado a la demostracién de su caricter “teologico”. Sin
embargo, lo Gnico que logra es ocultar el modo de deduccién transfinita

en el formalismo de su simbolizacién®.

® A finales de 1888, Hilbert ofrecié una demostracion indirecta del problema de Gordan
acerca de la existencia de una base finita para la generacidén de invariantes en general (sin
importar el niimero de variables que contengan). Con elio, Hilbert asumia una posicidén
definida en relacién al problema de la naturaleza de la existencia en matematicas,
especificamente, en oposicién a Kronecker, para quien existencia implica construccibn. El
teorema de Hilbert fue impugnado, entre otros, por Gordan mismo (“*Eso no es matemiticas,
sino teologia™). Sin embargo, en 1892 vy apoyandose en su primer teorema {y en una idea
de Kronecker en la teoria algebraica de los campos numericos), Hilbert encontraria una
prueba constructiva de tal resultado, dando con ello, de paso, un impulso definitivo al uso
de métodos existenciales indirectos (reduccion al absurdo) en las matematicas (Cfr. C. Reid,
Hibert, Springer Verlag, Berlin, 1970, Cap. V). [N. de T/]
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Sirviendonos del mismo método que hemos utilizado para de-
mostrar la consistencia de una funcién de funcién transfinita T (f),
podemos prebar igualmente la consistencia de la funcién de funciones
K (f). Esta funcién —al igual que 1 ( f)— tiene la propiedad de ser
cuando el argumento se anula [verschwindet] para todas las variables, ¥
toma, por otra parte, el minimo valor para el que ( « ) difiere de 0, en
el caso contrario.,

Por medio de esta funcidn u ( f) se obtiene el principio de induccién
completa

A(O)—)(a)(A(;z)—}A(a+1))~;A(a)

como teorema.

El reconocimiento de esto {ltimo, en una exposicién concreta,
constituye el resultado principal del ensayo de Dedekind Was sind wnd
was sollen die Zahlen?

Para fundamentar el analisis, definimos el niimero real z que se
encuentra entre 0 y 1 por medio de una fraccién binaria y a ésta a través
de una funcién @ (#), 2 la que llamamos el valor de posicién [Stel-
lenwert], y que sélo puede ser 0 o 1

z=0.mmazas... (an=f(n)).

Un ejemplo de fraccion binaria definida de manera transfinita es el

siguiente
- —
0.12% 23V 3144

Esta expresion representa un niimero real bien definido, aunque, de
acuerdo con el estado actual de la investigacién, no pueda calcularse ni
siquiera la primera fraccidn binaria.

El fundamento del analisis es el teorema de la cota superior, La
funcion transfinita T permite, en efecto, la demostracién de la existencia
de esa cota superior para cualquier sucesién de niimeros reales.

Para percatarse de esto, conviene, en primer lugar, introducir los
signos logicos: “&” y “v” (& para “y” y V para “0”). Esto lo realizaremos
aqui reduciendo estos signos a los simbolos [6gicos que hemos utilizado
hasta ahora, -y .

d&B vy dvE
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representan lo mismo, respectivamente, que
A>B v Ao B
Estipulamos ahora que 3 fees es una abreviatura de

() (fa=0vfa=1)&(a)(Eb)(fla+b)=1).

Es decir, B fexpresa que la funcién fa representa un niimero real en
el intervalo semicerrado ( 0, 1 | por medio de la fraccién binana infinita

0.f(1)F(2)(3)...

Una sucesidon {1, £2, C3, ... de nimeros reales se representa enton-
ces por medio de una funcién @{a,n) en la cual la formula
B ¢ ( a, 2 ) resulta demostrable para todo entero [positive] ». El curso
adicional de la demostracion tiene lugar de acuerdo con la siguiente 1dea
basica;

Consideremos el esquema

L1=0.¢(1,1)p(2,1)9(3,1)...
E2=0.90(1,2)9(2,2)¢(3,2)...
3=0.9(1,3)0(2,3)9(3,3)...

---------------------

Fijémonos, en primer lugar, en las cifras de la primera columna
después del punto. Si todas éstas son 0; es decir, si @ (1,7 ) =0 para
toda 7, tdmese Yy ( 1)=0.Denoserasi y(1)=1,

Siahora en la segunda columna son 0 todas aquellas cifras que tienen
la propiedad de que la cifra de la primera columna de la misma hilera
horizontal es y (1), tomese y (2)=0;denoserasi, y{2)=1.

Si en la tercera columna sen 0 todas las cifras que tienen la propiedad
de que cada una de las cifras de la primera y la segunda columnas de la
misma hilera horizontal son W ( 1) y W ( 2) respectivamente, tomese
Wv(3)=0,sino, tbmese Y {3 ) =1, etc.

Con base en esta observacién podemos dar una definicién precisa
de la cota superior  { 2 ) de la sucesion @ { 4, # ) de nimeros reales por
medio de la siguiente recursidn simultinea:

¥y (0,2)=0
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Wiag+1l)=m, {'x(a',n)=0—>q)(a+1,rz}‘—*0}
Ala+l,n)=y(a,n)+1(w(a+1),0(a+1 ,n));

donde 1 (a, %) es la funcién de « y & que representa 0 6 1, segiin que
a=bba#b,ydondeny es la funcién transfinita definida por medio
del siguiente axioma

(n)B(n)o> . (Fn)=0,
(Z)A(n) > m(8n)=1;

O, expresado con palabras: 7, ( @7 ) es 06 1, seglin que el enunciado
& correspondiente sea vilido o no para todo #.

Pucde demostrarse estrictamente, en el sentido de mi teoria de la
demostracion, que R v es valida y que, ademas, el niimero real Wy { )
tiene la propiedad de la cota superior, donde la relacién “menor” puede
definirse para dos niimeros reales cualesquiera fy g por medio de la
térmula

(Ea){(b)(b<a>fb=gb)&fa=08&ga=1)

Considérese ahora en lugar de una sucesién de niimeros reales un
conjunto cualquiera de tales ndmeros (por ejemplo, tomando como dada
para fa variable funcional fun enunciado definido ® ( £) que, por una
parte, caracterice tanto a fcomo a una funcién que represente a un niimero
real y que también caracterice, por la otra, a los nlimeros reales del

conjunto). La cota superior Y ( 4 ) de este conjunto & ( £) de nimeros
reales se obtiene entonces por medio de la siguiente recursidn simultinea:

x(0,/)=0
W(ﬂ+1)=ﬂf{33f**(x_(d,f)=0—)f(ﬂ+I)=0)}
rla+1, )=3(a.f)+1{yw(a+1),f(a+1));

donde myes la funcidn transfinita definida por Ios axiomas

(Ao (Af)=0,
() E(N) = (BF)=1.
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Para terminar, me gustaria ilustrar otra aplicacidn, esta vez al
principio de eleccién de Zermelo para conjuntos de nimeros reales.

Anteriormente teniamos que un conjunto de nitmeros reales festaba
dado por un enunciado definido v { /), con f como variable funcional.
Afiadimos ahora los axiomas

Bfo>v(f)=1
Bf > v(f)=0

cuya consistencia puede reconocerse con facilidad. De este modo, el
conjunto se encuentra definido por la funcién de funcidn v (f), que
tiene el valor 1 para el nimero real fdel conjunto y el valor 0 para todos
los demis nGmeros reales £ A partir de la formula

BfoRS,
que es valida para 8, se obtiene

v(f)=1- Rf.

v es una funcion de funcion especial. Sea 7 la variable correspondiente;
es decir, sea 7 la vanable de la funcién de funcidon cuyo argumento es una
funcién monadica ordinaria. |

Un conjunto especial de conjuntos de niimeros reales es entonces
representado por un enunciado especial (7 ), en el que aparece r y
para la cual es valida la férmula:

B(r)&(rf=1)-3Rf

Supongamos gue este conjunto de conjuntos tiene la propiedad de
que cualquier elemento suyo que sea un conjunto de niimeros reales es
no vacio, L.e. contiene por lo menos un nimero real. O, expresado
formalmente,

A(r)->(EN(r(H=1).

Definimos ahora una funcién transfinita 77 como antes lo hemos
hecho con 14, con la diferencia de que en lugar de las variables numeéricas
4 tomamos de antemano una variable funcional £ Es decir, Trse define
por medio del axtoma
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(127) r{(17(7))=0>7r(f)=0

que corresponde a nuestro axioma 12 para T, y que se obtiene direc-
tamente del axioma V (11) cuando se toman en éste las funciones f como
objetos y las ecuaciones 7 { £} = 0 como predicados.

En todo esto, T representa siempre una funcibén, mientras que el
argumento es una funcién de funcién 7.

Se obtienen asi los siguientes teoremas:

(EN(r(f)=1)>(f) (rf=0),

(f) (rf=0) =7 (1 (7)) =0,
r(‘rf(r))i()—nrr('rf(r)):l,
de lo que se sigue

f(r)or(r(r))=1,

Es decir, para cada elemento r del conjunto 1 ( 7 ) se encuentra
asociada una funciéon numérica Tr( 7 ) . Esta funcién representa, ademas,
un nimero real —porque de una fémula anterior se sigue inmediatamente
Bly(r)).

Las funciones 17( 7 ) forman un conjunto, pues para obtener un
enunciado que defina la totalidad de estas funciones ~las llamamos
& ( a )~ es necesario solamente formular que cada una de ellas coincide
con el representante 177 de un conjunto r de fH, tal y como esto se expresa
en la férmula

(Er){f(r)&(a)(gla)=1r(a))}

De esta manera, de acuerdo con el método de representacion
original tenemos aqui un conjunto. Con ¢llo hemos demostrado el
principio de eleccién de Zermelo para conjuntos de conjuntos de
niimeros reales,

Por lo demis, debido a la aparicién del simbelo ( E7 )}, resulta
necesario todavia demostrar la consistencia de la funcién transfinita
Tr( 7 }, que pertenece a un tipo nuevo de variable 7. Esta prueba tiene
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que darse, al igual que la demostraciéon para 7, y 1, de acuerdo con el
modelo de la funcidn transfinita t,.

Queda pendiente todavia la tarea de llevar a la practica en detalle las
ideas basicas que aqui hemos delineado. La realizacién de ello permite la
fundamentacién completa del anilisis, a la vez que sienta las bases para
una fundamentacidén de [a teoria de conjuntos misma.



