La fundamentacion
de la teoria elemental de niimeros

Cuando en la esfera de las matemiticas examinamos las dos fuentes
de nuestro conocimiento, es decir, la experiencia y el pensamiento puros,
surge una serie de ideas que podrian también resultar de interés para la
filosofia. Todas ellas nos remiten a algo comiin a esas dos fuentes, en si
tan diversas, del conocimiento. Asi, por ejemplo, podemos observar la
unidad de la sustancia en la materia, aunque, por otra parte, la unidad
de los fundamentos se presenta igualmente ante nuestro pensamiento
como una exigencia a cumplir y como algo que en muchas ocasiones
también logramos satisfacer.

La unidad de las leyes de la naturaleza, que a veces se nos aparece de
forma tan sorprendente, puede ser considerada como un ejemplo de
ambas fuentes. Sin embargo, un fendmene alin mis notorio que el de
esta idea de la unidad es el que podriamos ilamar la armonia prees-
tablecida, que pone claramente de manifiesto la existencia de una relacién
entre la naturaleza y el pensamiento.

'El ejemplo mas extraordinario y maravilloso de la misma nos lo ofrece
la ahora célebre teoria de la relatividad de Einstein. En ella, la exigencia
general de los invariantes determina por si sola, de manera univoca, las
complicadas ecuaciones diferenciales para los potenciales de gravitacién.
Pero esa determinacién no- seria posible sin el profundo trabajo de
investigacion llevado a cabo por Riemann con mucha anterioridad. En
realidad, el hecho de que un sistema formal particular tan complejo, con
coeficientes numeéricos, tenga su origen en una idea general, constituye un
caso mas bien aislado, inclusive en el anélisis matematico.

Lz tecoria de la demostracidén, que a continuacién discutiremos,
representa 1igualmente un ejemplo de armonia preestablecida. Esta teoria
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se sirve del llamado calculo légico, desarrollado con anterioridad con
fines muy diferentes, es decir, para la sola abreviatura y comunicacién de
enunciados.

Ahora bien, una observacién cuidadosa nos conduce a la conclusion
de que, aparte de la experiencia y el pensamiento, existe una tercera fuente
del conocimiento. Aunque en la actualidad ya no podemos estar de
acuerdo con ciertos aspectos del pensamiento de Kant, la idea bisica mas
general de su epistemologia conserva, sin embargo, toda su validez la
determinacién de las ideas 4 priori y con ello la investigacidon de las
condiciones de posibilidad de todo conocimiento.

Esto es, en mi opinidn, lo que en esencia ocurre en mis investigacio-
nes sobre los principios de las matematicas. En ellas, lo 4 priors es, ni més
ni menos, un enfoque fundamental que me gustaria llamar también
finitista: hay algo que nos estid dado de antemano en la representacidn,
esto es, ciertos objetos extraldgicos concretos, presentes intuitivamente
como vivencia inmediata y previos a todo pensamiento.

S1la inferencia [dgica ha de ser algo seguro, es necesario que tengamos
una visién global y complets, en todas sus partes, de estos objetos. Su
apariencia, su diferenciacién, su secuencia y coordinacién se nos da con
ellos mismos de manera intuitiva € inmediata como algo que ya no es
susceptible, ni requiere, de una reduccién adicional. Esta es la concepcion
fundamental que considero necesaria no sélo para las matematicas, sino
también, en general, para todo pensamiento, toda comprensiéon y comuni-
cacién clentificos, v sin la cual ninguna actividad del espiritu seria posible.
Con ello creo haber distinguido y caracterizado la tercera fuente del
conocimiento que se aflade a la experiencia y a la logica,

Las ideas 4 priori son aquellas ideas intuitivas y I6gicas que se obtienen
en el marco del enfoque finitista. En éste nos percatamos, en particular, de
que hay principios que Kant considera a priori y que nosotros asignamos a
la experiencia, por ejemplo, la totalidad de los hechos fundamentales de la
geometria, asi como las propiedades elementales del espacio y la matenia.
Pero existen también, por otra parte, principios que normalmente han sido
tenidos como a priori, pero que no es posible obtener en el marco de un
enfoque finitista, por ejemplo, el principio del tercero excluide y, en
general, los [lamados enunciados transfinitos.

La aplicacién més inmediata y la primera manifestacion de los
enunciados de este tipo tiene lugar en la teoriz de los nlimeros. Con ello
llegamos al tema central de nuestra conferencia.
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Es curioso y filos6ficamente significativo que las primeras y mas
sencillas cuestiones acerca de los nlimeros 1, 2, 3,... presenten dificul-
tades de un nivel tan profundo. Estos problemas deben ser superados.
Porque, en efecto, ¢como puede ser, en general, posible el conocimiento,
si ni siquiera la teoria de los nimeros puede ser fundamentada y si
tampoco resulta necesario un consenso total, ni obligatona la correccidn
absoluta?

Nos llevaria demasiado lejos, ademas de que seria superfluo, exponer
aqui las miltiples y diferentes estrategias que hoy podemos reconocer
como erroneas para la solucidn de estos problemas. Se ha intentado, por
ejemplo, definir a los nimeros de manera puramente l6gica, al tiempo
que otros han considerado como algo evidente las argumentactones
usuales de la teoria de los numeros. Ambos enfoques conducen a
objeciones contundentes. Sin embargo, existe una via alin no transitada
y mucho mis cercana a la practica matemadtica que nos puede conducir
a nuestra meta. Antes de adentrarnos en su descripcion, me gustaria hacer
algunas observaciones en relacién a los momentos mas 1mportantes en
la prehistoria de esta problematica.

En 1888, en mi calidad de joven Privatdozent, efectiie un viaje de
visita a diversas universidades alemanas partiendo de Konigsberg. En
Berlin, mi primera estaci6n, escuché hablar en todos los circulos
matematicos, tanto entre los jdvenes como entre los viejos colegas, del
trabajo entonces recién aparecido de Dedekind, Was sind und was sollen
die Zahlen?, la mayor parte de las ocasiones de manera negativa, Este
tratado es, al lado de la investigacion de Frege, el intento mas importante,
por primera ocasion verdaderamente profundo, de dar un fundamento
a la teoria elemental de los nimeros. Aproximadamente por las mismas
fechas, es decir, hace ya mas de una generacion, Kronecker formulaba de
manera clara, ilustrando sus ideas con numerosos ejemplos, una concep-
cién que coincide en lo esencial con nuestro enfoque finitista,

En aquellos dias, para nosotros los jovenes materhdticos, tanto
estudiantes como docentes, se convirtid en una especie de deporte la
traduccién de las demostraciones efectuadas de manera transfinita a lo
finito, siguiendo el modelo de Kronecker. Sin embargo, Kronecker
cometié un error al declarar ilicitas las argumentaciones transfinitas y
decretar prohibiciones en relacién a las mismas. En particular, no seria
permisible, de acuerdo con él, concluir que si una afirmacion & ( 7 ) no
es valida para todo nmero entero z, debe existir un nlimero entero para

BIRLIOTECA CENTRAL
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el que esa afirmacién resulte falsa. En aquella época, los matemiticos
rechazaron al unisono sus prohibiciones al hacer por completo caso
omiso de las mismas,

Ahora bien, jqueé es lo que realmente ocurre con el uso de las
argumentaciones transfinitas?

La teoria de los campos numéricos, por ejemplo, constituye un
edificio perfectamenta articulado y altamente desarrollado en su cons-
truccion. Se encuentra, ademas, ligada a las teorfas mas avanzadas del
analisis, esto es, a las teorias de lo que podemos considerar como el mis
bello, perfecto y elevado de los productos del espiritu humano. En ella,
el principio del tertium non datur y, en general, las argumentacio-
nes transfinitas del tipo proscrito por Kronecker se utilizan a cada
instante.

Todos los paladines del espiritu anteriores y posteriores a Gauss,
tanto Hermite como Jacobi y Poincaré, se han servido de la manera més
diversa y audaz de este tipo de argumentaciones, y en ninglin momento
se ha presentado el mis [eve indicio de discrepancia. Por lo demis, si
pensamos en todas sus aplicaciones y tenemos clara la gran cantidad de
inferencias transfinitas que tiene lugar, por ejemplo, en la teoria de la
relatividad y en la teoria cudntica, y la manera en la que, después de todo,
la naturaleza se ajusta a estos resultados: el rayo estelar fijo, el mercurio
y los complicados espectros en nuestro planeta y en la lejania de miles
de afios luz, podemos con toda razdn preguntarnos, shemos de poner en
tela de juicio siquiera por un momento nuestro derecho a utilizar la ley
del tercero excluido sélo porque Kronecker y algunos filésofos metidos
a matematicos, por causas enteramente arbitarias y ni siquiera formu-
lables de manera precisa lo dicen?

Todo conocimiento cientifico descansa en una evahuacién razonable
de la probabilidad, al concitar consenso y oposicién. Pensemos, por
ejemplo, en la construccidn del mundo estelar en 1a astronomia, o en las
leyes de la herencia y las ideas evolucionistas en la biologia, todos ellos
resultados que hoy consideramos como verdades seguras y comprobadas.
Seria el fin de la ciencia y la imposibilidad de cualquier progreso el que
ni siquiera admitieramos como verdades las leyes de la aritmética elemen-
tal. Y sin embargo, alin en nuestros dias hay seguidores de Kronecker que
ponen en duda la validez del principio del tercero excluido. Nos
enfrentamos aqui, a decir verdad, a la mas cruda de las incredulidades
surgidas en la historia de la humanidad.
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Pero, por otra parte, las matematicas no pueden apoyarse en la
creencia, no umporta que tan firme sea ésta, sino que estan obligadas a
llevar a cabo una elucidacion hasta las Ultimas consecuencias.

Es evidente que el principio del tercero excluido resulta licito en el
caso de un niimero finito de enunciados. Por lo tanto, toda nuestra
atenctén ha de dirigirse al concepto de “infinito”. Yo mismo he llevado
a cabo una investigacién exhaustiva acerca del infinito!, de la que aqui
sblo puedo presentar la conclusidn.

La fisica ensefia que un continuo homogéneo, susceptible de una
divisibilidad continuada y que, en consecuencia, realice el infinito en la
esfera de lo pequefio no existe en la realidad. La divisibilidad infinita de
un continuo es una operacidn que tiene lugar inicamente en el pen-
samiento, es decir, se trata de una idea que es contradicha tanto por
nuestras observaciones como por las experiencias de la fisica y la
quimica.

Por otra parte, también en la astronomia se han planteado senas
dudas acerca de la existencia de un espacio infinito, es decir, del infinito
en la esfera de lo grande. De igual manera, podemos afirmar que toda
nuestra accion es finita y que en ella no tiene cabida lo infinito. El infinito
no se realiza, entonces, en ninguna parte; no existe en la naturaleza y no
resulta tampoco admisible como fundamento de nuestro pensamiento
intelectivo,

Y sin embargo, no pedemos prescindir de la aplicacién incondi-
cionada y general del principio del tercero excluido ni de la negacién.
Hacerlo significaria la imposibilidad de una construccidén unitaria y
completa de nuestra disciplina. El manejo del infinito debe ser garanti-
zado, en consecuencia, a partir de lo finito, y esto es precisamente lo que
logra mi teoria de la demostracion,

Con esta nueva fundamentacién de las matemiticas me propongo,
en realidad, una meta de gran importancia. Mi intencién es eliminar
definitivamente como tal e! problema de los fundamentos en las mate-
maticas, convirtiendo a todo enunciado matematico en una férmula
concreta ostensible y estrictamente deducible, y presentando las construc-
ciones conceptuales y las inferencias mateméticas en forma tal que

¥ Gf. Cap.V del presente volumen. [N. de T
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resulten no solo irrefutables, sino que nos proporcionen también una
imagen de la disciplina en su totalidad®.

La idea basica de mi teoria de la demostracidn es la siguiente: todo
lo que hasta ahora ha formado parte de las matematicas es objeto en ella
de una formalizacidn rigurosa. De ese modo las matematicas reales, es
decir, las matemiticas en un sentido estricto, se convierten en un
conjunto de férmulas. Estas formulas se diferencian de las férmulas
matematicas corrientes inicamente por el hecho de contener, ademas de
los simbolos logicos usuales, los simbolos para la implicacion () y
para la negacién { ).

Ciertas formulas que hacen las veces de fundamento del edificio
formal de las matematicas reciben el nombre de axiomas. Una demostracion
es una figura que debe presentarse ante nosotros como algo concreto y
que consiste de inferencias. En estas inferencias, cada una de las premisas
es o bien un axioma, o coincide con la formula final de una inferencia
cuyas premisas ya aparecen en la demostracion, o bien se obtiene por
reemplazo en una férmula de este tipo o en un axioma.

En lugar de la inferencia concreta, lo que tenemos en Ia teoria de la
demostracion es un procedimiento puramente externc de acuerdo con
reglas, a saber: la utihzacion del esquema de inferencia y la sustitucion.
Decimos, finalmente, que una férmula es demostrable cuando es o bien
un axioma o es la férmula final de una demostracién.

A las materniticas reales formalizadas de la manera que acabamos
de describir se afiade un elemento nuevo que podemos considerar como
una nueva matematica, una mefamatemdlica, que resulta necesaria para
asegurar a aquélla, y en la que, a diferencia de los principios deductivos
puramente formales de la matematica real, se recurre a la inferencia
concreta, pero unicamente con el fin de establecer la consistencia, el
caracter no contradictorio de los axiomas.

Los axiomas y los teoremas asi obtenidos, es decir, todas las férmulas
que surgen en estas transformaciones, representan imagenes [Abbilder]
de los pensamientos v ias 1deas que dan lugar a los métodos usuales en
las matematicas.

2 En sus Grammelte Abbandlungen, Springer Verlag, vol. 3, Berlin, 1935, pp. 192-195, Hilbert
publicd soclamente la parte del presente articulo que comienza aqui y que se extiende hasta
¢l punto seialado por la nota 5. [N. de T\
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Por lo demas, el programa que acabamos de describir condiciona ya
la eleccién de los axiomas de nuestra teoria de la demostracion. En realidad,
nuestro procedimiento en todo ello es enteramente anilogo al que se
observa en la geometria, es decir, dividimos a los axiomas en varios grupos
cualitativamente distintos:

I.  Axiomas para la implicacién

A->(B—o>A)
(Adicién de una suposicidn),

(A5 B)3{(BoCY (A5 C)}

(Eliminacién de un enunciado);

{A>(4-5B)}>(4-B)
II. Axiomas para la “conjuncién” ( & ) y la “disyuncién” (V)
III. Axiomas para la negacion

{A>(B&B) } oA
(Principio de contradiccion);

A A
(Principio de la doble negacion).

Los axiomas de los grupos I, I1 v III no son, pues, otros que los del
calculo proposicional.

IV. Axiomas de transfinitud

(x)A(x)>A(F)
(Axioma aristotélico de inferencia de lo general a lo particular);

El converso de este axioma esta dade por el esquema®

AoB(a)
Ao (x)B(x)

* En donde 2 no puede aparecer en I,
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A(a)—>(Ex)A(x).

Nuevamente, el converso de este ltimo estaria expresado por un
esquema. De lo anterior se obtienen, ademas, otras férmulas. Por ejemplo,

()A(x) 2(Ex)A( x)

(s1 un predicado no se aplica a todos los argumentos,
existe un contraejemplo para el mismo, y viceversa);

(Ex ) A(x)2{(x)A(x)

(s1 no hay ningin caso especifico de un enunciado,
éste resulta falsa para todos los argumentos, y viceversa).

De esta manera, los axiomas del grupo IV son los axiomas del calculo
de predicados.

A todos ellos se afiaden los axiomas matemiticos propiamente
dichos.

V. Axiomas de la igualdad
a=a;
a=b—o>(A(a)>A(F));
y los

V1. Axiomas numeéricos
a+1+0;

ademas del axioma de la induccidn completa y el esquema de recursién.

Agreguemos, por Gltimo, que la demostracién de consistencia ha
sido claramente dada por Ackermann y von Neumann lo que permite
mostrar que en la teoria elemental de los néémeros es posible obtener ne
s6lo la consistencia de los axiomas que acabamos de enlistar, sino también
que en esta teoria resultan admisibles Jos principios deductivos transfi-
nitos, en particular, el principio del tertium non datur.
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De acuerdo con ello, la mis impertante de nuestras tareas consiste
en la demostracion de los dos principios siguientes (Cfr. Math. Ann., vol.
102, p. 6.%): i

1. Una proposicidon es demostrable cuando se ha establecido que es
consistente, esto es, no contradictoria.

2. Si puede establecerse que una cierta proposicién & es consistente
con los axiomas de la teoria de los niimeros, es imposible demostrar que
también & resulta consistente con esos mismos axiomas.

He logrado encontrar ya una prueba de estas afirmaciones, por lo
menos en casos muy sencillos. Podemos avanzar considerablemente en
esta direccidn si a las reglas de inferencia aceptadas (sustitucidn y
esquemas de inferencia) afladimos la siguiente regla, que es también de
caracter finitista:

S1 ya se ha demostrado que la férmula

q2(8)

resulta siempre una férmula numérica correcta cuando £ es una cifra
[Ziffer] cualquiera, podemos escribir como férmula inicial la formula

(x)&(x).

Esta nueva regla tiene también un caricter finitista.

Por otra parte, debemos recordar aqui que la proposicidn
( x } & ( x ) tiene un alcance mucho mayor que la férmula & ( £ ), donde
£ es una cifra cualquiera. Porque, en el primer caso, en & ( x ) no sdlo
puede ponerse una cifra arbitraria x , sino también cualquier expresién

* Hilbert se refiere aqui a su articulo de 1928, Problome der Grundlegung der Mathematik
{Problemas de la Fundamentacién de las Matemdticas], en el que comenta zignnos
problemas fundamentales abiertos en la teoria de fa demostracién. Uno de ellos (problema
ITE) es el de probar con medios finitistas la completud del sistema axiomatico para la teoria
de los nimeros, es decir, el de reformular en términos estrictamente finitistas la de-
mostracion usual sobre la existencia de un isomorfismo, de tal manera que con ello quedara
iguaimente establecido que a) si un cierto enunciado B resulta demostrativamente consis-
tente con los axiomas de esa teoria, la prueba de Ia consistencia de la negacidn de p con
esos mismos axiomas es imposible, y, ademas, que b) st un enunciado es consistente con
€sos axiomas, también ¢s demostrable a partir de ellos. Por supuesto, en otras teorias menos
elementales seria posible demostrar la consistencia con un mismo sistema axiomitico tanto
de un enunciado B como de su negacion. De ser asi, la eleccidn estaria dictada por las
ventajas sistemdticas que en cada caso resulten {(principio de la permanencia de las leyes).

[N. de T.]
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numérica de nuestro formalismo, ademis de que podemos igualmente
formar la negacion, de conformidad con el calculo {ogico.

Observemos, en primer lugar, que el sistema axiomatico conserva su
consistencia cuando le afiadimos la nueva regla.

Supongamos ahora que se nos presenta una demostracién formal
que tiene como férmaula final una contradiccion.

La prueba de consistencia consiste en transformar a todas las
formulas de 1z demostracidon en formulas numeéricas, de acuerdo con un
procedimiento determinado, examinindolas después para verificar si son
verdaderas [richtig]. Ahora bien, nuestro procedimiento tiene la
propiedad de hacer que también las formulas que se han obtenido con
la nueva regla se transformen en férmulas numéricas; asi, de
(x) & (x) se obtiene una férmula A (£ ), donde £ es una cifra dada.
Las presuposiciones de la aplicacion de la nueva regla garantizan que
A (L) es una formula verdadera. Nuestro procedimiento transforma
nuevamente a todas las férmulas iniciales de la demostracién en férmulas
verdaderas, con lo que queda establecida la prueba de consistencia,

Consideremos ahora una férmula & de la forma

(x)8(x),

en la que no figure ninguna otra variable aparte de x y que sea consistente
con nuestros axiomas. Con toda seguridad, & ( { ) es verdadera, con tal
de que £ sea una cifra. De no ser asi, A ( £ ) tendria que ser verdadera y,
por lo tanto, demostrable. Pero esto contradice { x) & { x) y resulta
incompatible con nuestra suposicidn, Hemos establecido asi, de acuerdo
con nuestra nueva regla de inferencia, la formula &. En consecuencia, el
prinapio 1 resulta vilido para cualquier enunciado ® de la forma
{x) 8 (x)en la que aparte de x no figure ninguna otra variable.

Precisamente para estos enunciados del tipo de & se sigue también,
a partir de la proposicién 1 que acabamos de establecer, la validez de la
proposicion 2.

Por otra parte, es evidente que s1 partimos de una afirmacidén T de
la forma

T:(Ex)4(x),

su negacion

T:(x)4(x),
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es de la forma de & anteriormente considerada.

De acuerdo con el principio 2, es imposible ofrecer una prueba de
la consistencia de las dos afirmaciones @ y @ . Por lo tanto, si suponemos
que contamos ya con una prueba de la consistencia de T, la demostracién
correspondiente para no puede darse, con lo que también el principio
2 queda establecido para cualquier afirmacién de la forma T . Sin
embargo, es claro que a partir de ello no puede todavia concluirse que
T sea también demostrable’,

A la teoria de la demostracion se le ha hecho una serie de objeciones
de muy diversa indole. Sin embargo, todas ellas carecen de fundamento
por lo que es conveniente observar lo siguiente,

1. Los criticos de mi teoria deben también sefialar con precisién el
sitio en el que en mi demostracidén se comete un error; de otro modo,
me resulta imposible examinar su argumentacién.

2. Se ha dicho acerca de mi teoria que aunque las proposiciones
resultan clertamente consistentes, esto no basta para considerarlas de-
mostradas. Por supuesto que son demostables, como yo mismo lo he
mostrado aqui en casos sencillos. En general, y tal y como yo esperaba
desde un principio, resulta que el establecimiento de la consistencia
constituye el objetivo esencial de la teoria de la demostracidn y, asimismo,
que la cuestidn de la demostrabilidad también puede resolverse con una
ocasional y adecuada extensidn de las determinaciones, preservando en
cada caso el caricter finito de nuestras argumentaciones. Pero lo que no
puede hacerse es exigir que una teorfa resuelva de inmediato y por
completo todos los problemas importantes que se le plantean; es sufi-
ciente tan s6lo que muestre la via para hacerlo.

3. Los criticos de mi teoria deben entender sus conceptos, por
ejemplo, el de “consistencia®, con el uso que yo les doy, no como otros
autores los definen. En consecuencia, mi interpretacién en lo que respecta
a este punto es decisiva, pues es la Unica que se considera en la teoria.

4. A veces, las objeciones que se hacen a mi teoria se refieren a
aspectos secundarios y carentes por completo de importancia para sus
resultados. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, cuando se critica el uso
que hago del término “ideal”, un uso que, por lo demas y a pesar de lo
que se diga, considero extremadamente adecuado y (til para el en-

> Ver nota 4, [N.de T]
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tendimiento. Pero han sido también frecuentes las opiniones prejuiciadas
y unilaterales y los lugares comfines. En otros articulos me he ocupado
ya de las objeciones acerca del formalismo®, Las formulas constituyen un
instrumento indispensable para la investigacién légica. Por supuesto, su
uso requiere de un trabajo intelectual preciso, haciendo imposible al
mismo tiempo la palabreria vacua.

5. Hasta ahora no ha habide ninguna otra teoria que permita obtener
los mismos resultados. Mis atin, estoy convencido de que no es, en
realidad, concebible ninguna otra teoria que lo logre, puesto que lo que
hace la teoria de la demostracién no es sino representar la actividad
ultima de nuestro entendimiento, elaborando un registro de las reglas
segin las cuales procede, de hecho, nuestro pensamiento.

Pensar ocurre de manera paralela a hablar y escribir; esto es, por
medio de la construccién y coordinacién de enunciados. Para llevar a
cabo una fundamentacién no necesitamos, en consecuencia, de Dios,
como Kronecker, ni de la suposicién de una capacidad especial de nuestro
entendimiento acorde al principio de induccién completa, como Poin-
caré, ni de una intuicibén originaria, como Brouwer, ni tampoco, final-
mente, de un axioma de infinitud o de un axioma de reducibilidad, como
Russell y Whitehead; suposiciones todas ellas realmente concretas [in-
haltlich] y no compensables por medio de pruebas de consistencia, de las
que las de estos dos tltimos autores no son ni siquiera plausibles.

En un escrito filosofico reciente encontramos la siguiente proposi-
c16n;

“La Nada es la negaciéon pura de la totalidad del Ser™”

Esta proposicién resulta sumamente instructiva porque, a pesar de
su brevedad, ilustra todas las violaciones de los principios expuestos en
la teoria de la demostracidn. Conceptos como “la totalidad del Ser”
encierran en si una contradiccién y ponen en peligro el sentido de
cualquier afirmacién, Pero aparte de ello, en este caso se aplica al
problematico concepto de la totalidad del Ser la negacién. Una de las
tareas mas importantes de la teoria de la demostracién es la clarificacidon
del sentido y admisibilidad de la negacién.

i Cﬁ EI Cap. III del presente volumen. [N. de T.]
7 Cfr. M. Heidegger, Sein and Zeit, §58. [N.de T
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La negacién es un proceso formal por medio del cual, a partir de un
enunciado $, resulta otro que se encuentra ligado a &, por los axiomas
de la negaci6n anteriormente mencionados, es decir, por el prinapium
contradictionis y el el principio del tertium non datur. El proceso de
negacién constituye un instrumento tedrico imprescindible para la
investigacion. Su aplicacién incondicionada es la que hace posible la
completud y el caricter cerrado de la logica. Sin embargo, los enunciados
obtenidos por medio de la negacién representan, en general, un ideal,
por lo que querer tomar a esos enunciados ideales como algo en si mismo
real significaria ignorar tanto a la naturaleza como a la esencia del
pensamiento,

Estoy convencido de haber logrado lo que me habia propuesto y
habia adelantado en relacién a la teoria de la demostracion: la elimi-
nacion definitiva del problema de los fundamentos de las matematicas
como tal.

Con toda seguridad resultar de interés para los fildsofos que haya
una disciplina como las matematicas. Nuestra tarea como matematicos
consiste en cuidar a nuestra disciplina como si se tratara de un santuario,
para que en el future todo conocimiento humano pueda participar
también de la misma precisidn y claridad. No tengo la menor duda de
que ese momento ha de llegar ni de que lo que digo ha de ocurrir.



