Acerca del infinito

Sin lugar a dudas, el analisis matematico debe a la profunda critica
de Welerstraf! su fundamento defimitivo. Con sus precisas definiciones
de nociones como minimo, funcién y derivada, Weierstra ha con-
tribuido de manera fundamental a subsanar las deficiencias que permea-
ban hasta entonces el calculo infinitesimal, al eliminar ideas poco claras
y abstrusas acerca de lo infinitamente pequefio y al superar, de una vez
por todas, las dificultades que surgen en relacién a este concepto.

El acuerdo total y la seguridad completa que en nuestros dias reinan
en el anilisis en lo relativo a las argumentaciones que involucran el
concepto de niimero irracional y, en general, de limite, se deben en gran
medida al trabajo cientifico de Weierstral. Y algo parecido puede
afirmarse acerca de la teoria de [as ecuaciones diferenciales e integrales.
A pesar de las aplicaciones verdaderamente audaces que en ella se hacen
de una gran gama de combinaciones de superposicién, yuxtaposicidn y
encaje de limites, es posible constatar la existencia de una unanimidad
esencial al respecto, v el logro de ésta se debe fundamentalmente a
Weierstrafd.

Sin embargo, lIa fundamentacién welerstrassiana del calculo infini-
tesimal se encuentra todavia lejos de representar el punto final de la
discusidn acerca de los fundamentos del anilisis.

La razén de eilo reside en el hecho de que el significado del infrnito
para las matematicas ain no ha sido elucidado de una manera plenamente
satisfactoria. Por supuesto, al transformar los enunciados que involucran
lo infinitamente pequefio y lo infinitamente grande en afirmaciones que
se refieren a relaciones entre magnitudes finitas, Weterstrafl se encuentra
en condiciones de desterrar esos conceptos del analisis. Sin embargo, el
infinito continta estando presente cuando hablamos de las sucesiones
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numéricas infinitas que definen a [os nliimeros reales, al igual que en la
nocibn misma de un sistema de tales niimeros, al que normalmente se
considera como una totalidad acabada y completa.

Las formas de la inferencia logica en las que esta concepcién del
infinito se pone de manifiesto (por ejemplo, cuando se habla de todos los
niimeros reales que poseen una cierta propiedad, o de que existen nlimeros
reales con tales y cuales caracteristicas) son requeridas v utilizadas de
manera irrestricta en el analisis de Weierstrafl.

Debido a esta circunstancia, el infinito ha podido deslizarse, de
manera disimulada, en la teoria de Weierstrafl sin ser afectado en lo
esencial por su critica.

De todo ello se sigue la imperiosa necesidad de elucidar finalmente,
de manera definitiva y en el sentido que acabamos de indicar, el problema
del infinito. Ahora bien, asi como en los procesos de paso al limite del
calcule infinitesimal se demuestra que el infinito en el sentido de lo
infinitamente pequeno y lo infinitamente grande no es sino una simple
forma de hablar, también debemos mostrar que el infinito, en tanto que
totalidad infinita, tal y como ésta se pone de manifiesto en los principios
de inferencia usuales, es algo meramente aparente.

De manera analoga a como las operaciones con lo infinitamente
peqguefio fueron sustituidas por procesos en el ambito de lo finito con
los que podemos llegar exactamente a los mismos resultados y a las
mismas y elegantes relaciones formales, debemos ahora reemplazar las
argumentaciones con lo infinito por procesos finitos que nos conduzcan
a lo mismo, es decir, que hagan posibies las mismas demostractones y los
mismos métodos de obtencion de férmulas y tecremas.

Es ésta precisamente la intencion principal de mi teoria. Es decir, mi
teoria se propone como objetivo central conferir una seguridad definitiva
al método matematico, una seguridad a la que el periodo critico del cilculo
infinitesimal no pudo llegar. En otras palabras, nuestra meta es concluir la
tarea que Weierstral intentaba llevar a cabo con la fundamentacidn del
analisis y para la cual dio un paso absolutamente necesario y fundamental.

S1 queremos llevar a cabo una verdadera elucidacién del concepto
de infinito es necesario adoptar una perspectiva mas general. La literatura
matemdtica esti plagada de absurdos y errores debidos, en gran medida,
al infinito. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, cuando a manera de
condicidén restrictiva se afirma que en la matemdtica rigurosa, una
demostracién es aceptable Gnicamente cuando consta de un niimero
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finito de inferencias. {Como s1 en alguna ocasién alguien hubiera sido
capaz de llevar a cabo un niimero infinito de inferencias!

Pero también las viejas objeciones que habiamos considerado como
algo ya superado se presentan nuevamente, ahora bajo una nueva vesti-
menta. Asi, por ejemplo, se argumenta gue aunque es posible la introduc-
cion de un concepto sin que ello represente peligro alguno, esto es, sin
que dé lugar a contradicciones —y aun pudiendo probarlo— esto no basta
como justificacion. Pero, ¢no es esta precisamente la misma objecioén que
se hacia no hace mucho a los nitmeros complejos cuando se decia que
aunque era claro que tenerlos no podia ser la causa de contradicciones,
su introduccidn no era algo justificado porque, en realidad, las cantidades
imaginarias no existen?

Ahora bien, s1 aparte de una prueba de consistencia ha de tener algin
sentido el problema de la justificacién de un procedimiento, lo {inico
que esto puede significar es que ese procedimiento sea fecundo en
resultados. De hecho, el éxito resulta en este contexto algo necesario, la
instancia suprema a la que todo el munde se somete.

Otro autor parece ver contradicciones, cual fantasmas, inclusive
cuando nadie ha hecho ninglin tipo de afirmaciones, esto es, en el mundo
concreto de lo sensible, cuyo “funcionamiento consistente” se considera
como una hipdtesis especral.

Siempre he creido que lo inico que puede dar lugar a contradicciones
son las afirmaciones y las hipotesis, en tanto que conduzcan, por medio
de inferencias, a otras afirmaciones, por lo que fa idea misma de una
contradiccién entre los hechos me parece un ejemplo paradigmaético de
descuido conceptual y absurdo.

Todas estas observaciones tienen como sola intencién hacer claro
que la elucidacién detinitiva de la naturaleza del infinito es algo que va
mucho mas alla del ambito de los intereses cientificos particulares, aigo
que, en realidad, se ha convertido en una cuestidn de honor para el
entendimiento bumano.

Como ningln ctro problema, el del infinito ha inquietado desde los
tiempos mas remotos el 4nimo de los hombres. Ninguna otra idea ha sido
tan estimulante y fructifera para el entendimiento. Pero, como ninglin otro
concepto, requiere de precision y escarecimiento satisfactorios.

Es necesario tener presente, ahora que nos abocamos a esta tarea de
clanificaci6n del infinito, el significado concreto gue éste posee en la

realidad.
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Examinemos, en primer lugar, lo que la fisica nos dice al respecto.

La primera y mas intuitiva impresién que tenemos de la naturaleza
y la materia es la de algo continuo. Asi, por ejemplo, st tenemos un trozo
de metal o un cierto volumen de algin liquido, la idea que inme-
diatamente se nos impone es la de que se trata de algo que puede ser
subdividido ilimitadamente y que cualquier porcidon del mismo por
pequefia que sea posee también las mismas caracteristicas.

Sin embargo, en todos los terrenos en los que la fisica de la maternia
ha logrado refinar adecuadamente sus métodos de investigacién se ha
topado con limites a esa divisibtlidad y ha hallado que esos limites no
residen en la insuficiencia de nuestros intentos, sino en la naturaleza
misma de los objetos.

Podriamos entonces describir la tendencia dominante en la ciencia
moderna como una especie de emancipacidén de lo infinitamente
pequefio, de tal manera que en lugar del viejo principio de que natura
non facit saltus, podriamos afirmar ahora precisamente lo contrario, esto
es, que “la naturaleza sf da saltos”.

Come se sabe, toda la materia se compone de pequefios bloques, los
dtomos, cuya combinacién y unioén da origen a la multiplicidad de los
objetos macroscopicos. Sin embargo, la fisica no se ha detenido en la
teoria atomica de la materia. A finales del siglo pasado aparece al lado de
ésta una teoria a primera vista extrana, la teorfa atémica de la electricidad.
Hasta entonces se habia pensado en la electricidad como en un fluido,
teniéndosela, ademas, como el modelo de un agente de accidén continua.
La nueva concepcidn atomista la concibe en oposicion a ello como algo
conformado por electrones positivos y negativos,

Existe otra realidad, aparte de la materia y la electricidad, que la fisica
considera y para la cual es también vilida la ley de la conservacién, a
saber, la energia. Pero como ahora sabemos, ni siquiera ésta es susceptible,
sin més, de una division infinita e irrestricta: Planck descubrid que la
energia se presenta en guanta

Podemos entonces concluir que en ninguna parte de la realidad
existe un continuo homogéneo que pueda ser ilimitadamente divisible y
que constituyera de algiin modo una realizacion del infinito en la esfera
de lo pequefio.

La divisibilidad infinita de un continuo es “exclusivamente” una
operacidon del pensamiento, una 1dea que la observacion de la naturaleza
y la experimentacién en la fisica y la quimica refutan.
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La observacion del universo como un todo constituye un segundo
sitio en el que nos enfrentamos al problema del infinito en la naturaleza.
La dificultad que aqui se nos plantea es la de examinar {a extension del
mundo y determinar si en ella existe alge infinitamente grande,

Durante mucho tiempo se pensé que el universo era infinito. Hasta
Kant —e inclusive después de él— el caracter infinito del espacio se tuvo
como algo indubitable. La ciencia contemporanea, en espeaal la astro-
nomfa, ha planteado de nueva cuenta el problema, abordandolo esta vez
no con los inadecuados recursos de la especulacidn metafisica, sino
apoyandose en la experiencia y recurrriendo a las leyes de la naturaleza.
Como resultado de este proceso se han hecho objeciones fundamentales
en relacidn a la existencia del infinito.

La suposicién de un espacio infinito es una consecuencia directa,
necesaria, de la geometria eucidiana. Por si misma, ésta representa un
sistema conceptual consistente. Sin embargo, de ello no se sigue que este
sistema sea de alguna manera aplicable a la realidad. Mas bien, esta
cuestion Unicamente puede ser decidida por medio de la observacién y
la experiencia.

El intento de demostrar especulativamente el caricter infinito del
espacio presenta igualmente una serie de evidentes errores. En efecto, a
partir del hecho de que fuera de cualquier porcidn del espacio exista
siempre otra, solamente se sigue que éste es ilimitado [unbegrenzt}, pero
de ninguna manera que sea infinito. [limitado y finito no son necesaria-
mente incompatibles. Con la geometria eliptica, las mateméticas nos
ofrecen el modelo natural de un mundo finito. Por lo demas, el
abandono en la actualidad de la geometria euclidiana ha dejado de ser
una especulacién puramente matematica o filosdfica, pues hemos llegado
a esa decision a partir de otro tipo de consideraciones que no tienen, en
su origen, absolutamente ninguna conexién con e! problema de si el
mundo es o no finito,

Einstein ha hecho ver la necesidad de apartarse de la geometria
euclidiana y ha abordado los problemas cosmolégicos con base en su
teoria de la gravitacion. Con ello ha demostrado la posibilidad de un
mundo finito, estableciendo también la esencial compatibilidad de los
resultados de la astronomia con la suposicién de un mundo eliptico.

Podemos entonces decir que hemos constatado el caricter finito de
la realidad en dos direcciones, en la esfera de lo infinitamente pequefio
y en la de lo infinitamente grande. Podria ocurrir, nc obstante, que el
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lugar propio y justificado del infinito no sea la realidad, sino muestro
pensamiento. Y podria muy bien resultar que en éste el infinito asuma una
funcidén conceptual absolutamente imprescindible.

Nuestro objetivo en lo que sigue es examinar lo que ocurre en las
matematicas con este concepto. Plantearemos para ello el problema, en
primer lugar, en la esfera de lo que puede considerarse la criatura mas
pura e ingenua del espiritu humano, la teoria de los nlimeros.

Consideremos una cualquiera de entre la rica multitud de las
férmulas elementales. Por ejemplo,

P?+22+3%+ .. +n2=';—n(rz+l)(2rz+l).

n puede ser reemplazado en ella por cualquier nimerc enterc {por
ejemplo por el 2 o porel 5), por lo que esta formula contiene, en realidad,
una nfinidad de proposiciones. Es esto precisamente lo esencial de la
misma, ¥ es gracias a ello que puede representar la solucién de un
problema aritmético y requerir de un genuino argumento para su prueba,
mientras que cada una de las ecuaciones numeéricas especificas

12+23=%-2-3-5,

12+22+32+42+52=%-5- 6- 11,

puede ser verificada directamente ejecutando las operaciones apropiadas,
por 1o que ninguna de ellas tiene, por si misma, un interés esencial,

El a1l e importante método de los elementos ideales nos ofrece una
interpretacidn y una concepcién enteramente distintas del concepto de
infinito. Este método ha sido ya objeto de aplicaciones en la geometria
plana elemental. En ésta, los puntos y las rectas del plano constituyen los
inicos objetos reales originales y con una existencia verdadera, Para estos
objetos resulta vilido el axioma de conexidn: a través de dos puntos
cualesquiera pasa una y solamente una linea recta.

De esto altimo se obtiene como consecuencia que dos rectas se
1ntersectan a lo mas en un punto. Sin embargo, la proposicidén de que
dos rectas se intersectan siempre en un punto no es verdadera, pues
pueden muy bien ser paralelas.
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Como sabemos, es precisamente gracias a la introduccién de elemen-
tos 1deales, esto es, a la introduccidn de puntos al infinito y de una recta
al infinito que se logra que la proposicidén de que dos rectas se intersectan
stempre en un solo punto resulte universalmente valida.

Los elementos ideales “al infinito™ poseen la ventaja de simplificar
considerablemente el sistema de las leyes de conexién, permitiendo al
mismo tiempo una vision global del mismo. Por otra parte, es bien sabido
que la simetria entre punto y recta hace posible obtener en la geometria
un principio tan Gtil y fructifero como el de dualidad.

Otro ejemplo de la utilidad de los elementos ideales lo encontramos
en las magnitudes complejas ordinarias del algebra. Con ellas podemos
simplificar los teoremas relativos a la existencia y el nlimerc de raices de
una ecuacion.

Por lo demés y de igual manera que en la geometria se utiliza una
infinidad de lineas paralelas entre si para la definici6n de un punto 1deal,
también en la aritmética superior confluyen en un n#mero ideal ciertos
sistemas acerca de un infinito de nimeros. Posiblemente esta es la
aplicacion mas genial que se ha dado al principio de los elementos ideales
en las matematicas. Cuando algo como lo que acabamos de describir ha
ocurrido en general dentro de un campo algebraico es facil recuperar en
¢l las senallas y conocidas leyes de la divisibilidad para los enteros
1,2,3,4,...,conlocual nos hallariamos ya en el terreno de la aritmética
superior.

Ocupémonos ahora del analisis, que bien podria ser considerado
como la rama mas ingeniosa y mas refinadamente elaborada de las
matematicas. No es necesano sefialar aqui el papel absolutamente funda-
mental que en éi desempena el infinito. En cierto sentido, el anahsis
matematico no es sino una sinfonia del infinito.

Los enormes e impresionantes avances [levados a cabo en el calculo
infinitesimal descansan en gran medida en la operacién de sistemas
matematicos con una infinidad de elementos. Ahora bien, parecia bas-
tante natural identificar infinito con “muy grande”, por lo que no
tardaron en aparecer las primeras contradicciones, las 1lamadas paradojas
del calculo infinitesimal, en parte ya conocidas por los sofistas desde la
Antigiiedad.

Un logro de suma importancia en este sentido fue el reconocimiento
del hecho de que muchos principios validos para la esfera de lo finito,
vgr. que la parte es siempre menor que el todo, la existencia de un minimo
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¥ un maximo, la posibilidad de cambiar el orden de los sumandos o de
los factores, etc., no pueden trasladarse sin mas al ambito de lo infinito.

La elucidacion completa de todas estas cuestiones se debe, como va
he mencionado al inicio de mi exposicidén, a WeierstraR. En nuestros
dias, el andlisis representa, para el campo de estudio del que se ocupa,
una guia imprescindible, al mismo tiempo que una herramienta de
inmenso valor prictico para el manejo del infinito,

Sin embargo, por si solo el anilisis resulta insuficiente para propor-
cionarnos una vision de la méas profunda esencia del infinito. Esta visién
la encontramos maés bien en la teoria de conjuntos de Georg Cantor, una
disciplina mas cercana a un enfoque filsofico general que ubica todo el
complejo de problemas relativo al infinito en una nueva perspectiva. Lo
que aqui nos importa de ella es precisamente aquello que en verdad
constituye su niicleo fundamental, esto es, la teoria de los némeros transfi-
nitos. En mi opinién, el sistema de Cantor constituye no sélo la flor mas
admirable que el espiritu matematico ha producido, sino igualmente uno
de los logros mas elevados de la actividad intelectual humana en general.

S1quisieramos dar expresion en pocas palabras a la nueva concepcién
del infinito introducida por Cantor, podriamos decir lo siguiente. En e}
andlisis enfrentamos lo infinitamente pequefio y lo infinitamente grande
solamente como un concepto limite {Limesbegriff]— algo que se encuen-
tra en devenir, en surgimiento, algo que se esti generando—. En otras
palabras, en el anélisis hablamos del infinito como de un infinito potencal.
Pero el infinito verdadero, el infinito propiamente dicho es algo distinto.
Es precisamente éste al que nos enfrentamos cuando, por ejemplo,
consideramos la totalidad de los nlmeros enteros positivos
1,2,3,4,... como una unidad acabada, o cuando pensamos en los
puntos de un segmento como una totalidad de objetos que tenemos ante
nosotros como algo terminado. A esta forma del infinito se le conoce
como el infinito actual.

Frege y Dedekind, ambos grandes investigadores de los fundamentos
de las matematicas, recurren, cada uno por su parte, al infinito actual con
el objeto de dar a la aritmética una base puramente légica independiente
de toda intuicién y toda experiencia y de deducirla exclusivamente a
partir de ésta.

De hecho, en la teoria de Dedekind, los nimeros finitos no se
denivan de la intuicidn, sino que se obtienen puramente a partir de la
légica, haciendo uso esencial del concepto de conjunto infinite. El
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desarrollo sistemitico del concepto del infinito actual se debe, sin
embargo, a Cantor.

Examinemos con cuidado los dos ejemplos que hemos presentado.

1.1,2,3,4,...

2. los puntos del intervalo 0,1, o, lo que es lo mismo, la totalidad de
los niimeros reales entre 0 y L.

Lo mas natural pareceria considerarlos Gnicamente desde el punto
de vista de Ia cantidad de elementos que contienen [Vielheitsstandpunkt].
Sin embargg, si lo hacemos asi, podremos constatar los sorprendentes
resultados que hoy en dia todo matematico conoce.

Consideremos, por ejemplo, el conjunto de todos los nimeros
. : 11 2 1 3

racionales, esto es, el de todas las fracciones 35303047 07
Desde el punto de vista de la cantidad de elementos que contienen es
claro que este conjunto no es mayor que el de los niimeros enteros.
Decimos entonces que los racionales pueden enumerarse, esto es, que el
conjunto es numerable. Esto mismo es también valido para el conjunto
de los nimeros que resultan de extraer raices y, en general, para el de
todos los nlimeros algebraicos.

Algo similar ocurre con el segundo de nuestros ejemplos. En contra
de lo que podrian ser nuestras expectativas, el conjunto de todos los
puntos en un cuadrado o en un cubo tampoco es mayor, desde el punto
de vista de la cantidad de elementos que contienen, que el conjunto de
los puntos en el segmento de la recta que va de 0 a 1. Y exactamente lo
mismo pasa con el conjunto de Jas funciones continuas.

Alguien que se ve confrontado por primera ocasién con todos estos
hechos bien podria pensar que, en realidad, desde el punto de vista de la
cantidad de elementos, no existe sino un nico infinito. Sin embargo, no
es asi. _

De hecho, ya los conjuntos de nuestros ejemplos 1 y 2 no tienen,
como ahora se dice, “la misma potencia” [gleich michtig]. El segundo
conjunto no es numerable y es mayor que el primer conjunto. Es este
precisamente el punto en el que Cantor da inicio al vuelco caracteristico
en la formacién de sus ideas. Los puntos de la recta no pueden ser
enumerados a la manera usual, esto es, usando 1, 2, 3, ...

No obstante, una vez que hemos aceptado la existencia del infinito
actual, nuestra enumeracién no tiene por qué restringirse a esta forma de
contar; no hay razén alguna para terminar en ella. Después de haber
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contado 1, 2, 3,... podemos considerar los objetos ast enumerados como
un conjunto terminado infinito ordenado de esa manera. Designemos
ahora este orden, de acuerdo con su tipo y siguiendo a Cantor, con .

Nuestra enumeracion puede ahora continuar de manera natural con
@+1, ®+2... hasta ® + @ (esto es, hasta ® - 2) y seguir luego con
w-2+L,o0-2+2,0-2+3...,0-2+®=0" 3. Tendriamos mas
adelante w- 2, ®- 3, ©-4..., ® ® =0 o+ 1.... Podriamos con-
signar nuestros resultados en la siguiente tabla.

1,2,3,...
o,0+l,0+2,...
w-2,0-2+1,m-2+2,...
w-3,0-3+1,0-3+2,...

mz,m2+1,.”
m2+m,m2+w-2,m2+m- 3,...
mz-z,...

m2-2+co,...

m3,

m4,

@®,

Estos son los primeros niimeros cantorianos transfinitos, o, como
dice el mismo Canter, los nlimeros de la segunda clase. La manera de
llegar a ellos consiste entonces en llevar el procedimiento de conteo mas
alla [Hiniiberzihlen] del infinito numerable ordinario, esto es, en una
continuacidn natural, univocamente determinada y sistemitica de la
numeracién finita usual. Y asi como hasta ahora contibamos el primer
objeto de un conjunto, el segundo, el tercero,..., contamos ahora también
los objetos que siguen. Esto es, contamos el m-ésimo objeto del conjunto,
el @ + 1-ésimo, el ® + 2-ésimo, ... , el ©®®-&simo, etc.

Es evidente que la primera cuestion que se plantea en relacién a todo
ello es [a de s1 con estos ntmeros transfinitos es realmente posible contar
conjuntos que en el sentido usual del término no son numerables.
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Cantor ha logrado desarrollar con éxito estas ideas, dando forma a
una teoria de los nimeros transfinitos y a un calculo completo para los
mismos. De este modo ¥ como culminacién del trabajo conjunto de
Frege, Dedekind y Cantor, e! infinito alcanzaria vertiginosamente el
piniculo del éxito en las matematicas.

Sin embargo, la reaccién a todo ello no tardo en hacerse sentir y
asumid formas en extremo dramaticas. En realidad, todo ocurrid de
manera exactamente analoga a como habia sucedido en el caso del calculo
infinitesimal. El entusiasmo que los nuevos y fructuosos resultados
suscitaron entre los matematicos dio lugar a una actitud muy poco critica
en relacién a lIa validez de los modos de inferencia que los sustentaban.
Los principios v métodos utilizados para la formacién de conceptos
permitian el surgimiento de contradicciones. Las primeras inconsisten-
cias se presentaron de manera aislada, pero adquirieron gradualmente
mayor gravedad al surgir las llamadas paradojas de la teoria de conjuntos.
Fue, en especial, la contradiccién descubierta por Zermelo y Russell la
que, al ser dada a conocer al mundo matematico, tuvo précticamente el
efecto de una catistrofe en nuestra disaiplina.

A causa de estas paradojas, tanto Dedekind como Frege abandonan
la posicién que habian sustentado hasta entonces e inclusive la rama
misma de la investigacién que los habia ocupade por tanto tiempo. De
hecho, durante aitos Dedekind se mostré renuente a autorizar una nueva
edicion de su fundamental tratado Was sind und was sollen die Zablen?
[1888], mientras que Frege se vio obligado, como &l mismo reconoce en
una nota al final de los Grundgesetze der Arithmetik® [1893, 1903], a admitir
como errdnea la tendencia general de ésta, su obra mas importante.

A consecuencia de todo esto, también la teoria de los numeros
transfinitos de Cantor es objeto de'severos y apasionados ataques prove-
nientes de los mas diversos ambitos. La reaccidén es tan radical y en
ocasiones tan desmesurada que pone en tela de juicio muchos de los
conceptos fundamentales y muchas de las argumentaciones y los meétodos
méas importantes de las matemdticas, llegindose al grado de sugerir una
prohibicién total de sus aplicaciones.

Ciertamente no faltaron los defensores de lo que parecia derrum-
barse, pero las medidas de proteccién y las soluciones que sugieren son

L sQu# son y qué significan los mizmeros? [N. de T]
% Las leyes fundamentales de la aritmética [N. de T)]
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mas bien débiles, ademas de que se trata, en general, de llevarlos a la
practica en puntos que no siempre son los mas apropiados. Se ofrecen
demasiados remedios para las paradojas; pero los métodos de clarifica-
c16n propuestos distan de tener homogeneidad.

Lo primero que tenemos que hacer es percatarnos con toda claridad
que, a la larga, las paradojas nos colocan en una situacidn absolutamente
intolerable. Imaginemos simplemente lo que sucederia si en el paradigma
de verdad y confiabilidad cientificas que las matematicas representan, las
construcciones conceptuales y las inferencias que nos son familiares nos
condujeran a absurdos. ;En donde podriamos buscar la certeza y la verdad
s1 el pensamiento mateméitico mismo falla?

Por fortuna, existe una via enteramente satisfactoria que con absoluto
apego al espiritu de nuestra disciplina nos permite escapar de las paradojas.
Las consideraciones y las metas que orientan este camino son las siguientes.

1. Queremos examinar con todo cuidado aquellas construcciones
conceptuales y aquellos métodos de investigacién que enriquezcan a
nuestra disciplina, queremos cultivarlos, apoyarlos y servirnos de ellos
siempre que se presente la mas ligera posibilidad de obtener un resultado.
Nadie podra expulsarnos del paraiso que Cantor cred para nosotros.

2. Es absolutamente necesario alcanzar en los modos de inferencia
el mismo grado de seguridad que la que existe en la teorfa ordinaria
elemental de los niimeros, en la que todo el mundo confia plenamente
y en la que una paradoja 0 una contradiccién sélo pueden surgir por
nuestra falta de atencidn.

Es evidente que la realizacion cabal de estos fines sera posible sélo
si somos capaces de clarificar por completo la esendia del infinito.

Como anteriormente hemos visto, podemos recurrir a la ciencia que
queramos y llevar a cabo el tipo de observaciones y las experiencias que
deseemos sin encontrar nada a lo que podamos llamar infinito. En otras
palabras, en ninguna parte de la realidad existe el infinito. Pero, jes el
pensamiento de las cosas algo tan diverso de los eventos en los que estas
cosas intervienen? ;Se aleja el pensamiento tanto de la realidad? ;No
ocurre mas bien que cuando creemos conocer el infinito como algo en
algin sentido real s6lo nos dejamos engaiiar por el hecho de que en la
realidad ciertamente nos topamos con frecuencia tanto en la esfera de lo
grande como en la de lo pequefio con dimensiones tan inmensas? Y jno
estard fallando en alguna parte la inferencia légica concreta [das in-
haltliche logische Schliessen] y dejando de satisfacer nuestras expectativas
cuando la aplicameos 2 objetos o sucesos reales?
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La respuesta a esto {ltimo es definitivamente negativa. La deduccién
légica concreta es absolutamente indispensable. S6lo puede conducirnos
a errores cuando aceptamos construcciones conceptuales arbitrarias, en
particular aquellas que se aplican a una infinidad de objetos.

Lo que en tales casos sucede es que hemos usado de manera ilicita
la inferencia logica concreta, es decir, hemos hecho caso omiso de
condiciones previas y necesarias para su aplicacion.

Por lo demis, en esta observacion relativa a la existencia de condi-
ciones de aplicabilidad de tales deducciones e inferencias y de la necesidad
de su cumplimiento satisfactorio coincidimos plenamente con la filoso-
fia, en particular con Kant.

Kant nos ensefia, en efecto, en una de las partes centrales de su
filosofia, que las mateméticas poseen un contenido {Inhalt] propio
independiente de la 1égica, y que, en consecuencia, ésta no puede nunca
constituir por si sola un fundamento para aquéllas.

Se sigue de esto que los intentos de Frege y Dedekind estaban desde
un principic condenados al fracaso. La existencia de algo dado en la
representacion, de ciertos objetos extralogicos concretos, presentes intui
tivamente como, vivencia inmediata, previa a todo pensamiento, es una
condicidn necesaria para la aplicacién de las inferencias logicas y el
funcionamiento de las operaciones de este tipo.

Es necesario entonces, si es que hemos de tener a nuestra disposicidn
deducciones e inferencias logicas confiables, que los objetos sean suscep-
tibles de una visidn global completa de todas sus partes y que su presencia,
sus diferencias mutuas, su ordenacidn, su sucesion ¢ su concatenacidn
acompafie a los objetos, al mismo tiempo, como algo dado de manera
inmediata en la intuicién, como algo irreductible a cualquier otra cosa,
como algo que ya no requiere de ninguna reduccion.

Esta es la concepcion filoséfica fundamental que, en mi opinidn,
resulta necesaria no solo para las matematicas, sino también para todo
pensamiento, toda comprension y toda comunicacidn cientificos.

En el caso particular de las matematicas, ¢l objeto preciso de nuestro
examen lo constituyen los signos concretos mismos, cuya forma es, en
consonancia con el punto de vista que hemos adoptado, inmediatamente
clara y reconocible.

Recordemos nuevamente en qué consiste la teoria finitista usual de
los niimeros y cuales son sus métodos. Es claro que ésta puede obtenerse
por medio de una serie de consideraciones concretas intuitivas, recurrien-
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do exclusivamente a construcciones numéricas. Pero es también evidente
que las matematicas no se agotan en forma alguna en las ecuaciones
numeéricas y que tampoco pueden reducirse a éstas.

Sin embargo, podemos perfectamente defender la idea de que, en
realidad, las matematicas no son sino una especie de aparato que al ser
aplicado a nimeros enteros debe proporcionarnos siempre igualdades
numéricas verdaderas. El problema que en ese caso se plantea es el de
investigar [a construccion de ese aparato hasta el punto en el que toda
duda al respecto haya desaparecido.

Ahora bien, para lievar a cabo esta tarea no tenemos a nuestra
disposicién otros medios que el mismo enfoque concreto [konkret
inhaltliche Betrachtungsweise] y el mismo enfoque finitista del pen-
samiento que ya habiamos utilizado en la construccidn de la teoria de
los nlimeros para obtener las igualdades numéricas.

Esun hecho que tenemos la capacidad de satisfacer esta exigencia de
la ciencia, es decir, es posible obtener de manera puramente intuitiva y
finitista, tal y como ocurre con las verdades de la teoria de los niimeros,
aquellas ideas y aquellos resultados que garantizan la plena confiabilidad
del aparato matematico.

Ocupémonos ahora con mayor detalle de la teoria de los nlimeros

En esta teoria tenemos los numerales [Zahlzeichen]

L, 1L, 100, 1111,

A cada uno de estos numerales lo podemos reconocer por el hecho
de que al 1 siempre le sigue el 1. Estos numerales que estamos consi-
derando carecen de todo significado,

Pero ya en la teoria elemental de los niimeros necesitamos, ademéas
de estos signos, de otros con los que podamos expresar significades y que
nos sean Utiles para la comunicacién {por ejemplo, del signo 2 como
abreviatura de ll, de 3 como abreviatura de i, etc.). Nos serviremos,
ademas, de los signos +, =, >, y de otros para comunicar informacién.
Asi, wgr. 2+ 3 =3 + 2 nos hace saber que 2 + 3 y 3 + 2 son, en realidad,
tomando en cuenta las abreviaturas que estamos usando, el mismo
numeral, esto es, [llli. De manera analoga, podemos expresar con 3> 2
el hecho de que el signo 3, es decir, 1ll se extiende mas alla del signo 2,
esto es, que ll; 0 equivalentemente, que este ltimo es un segmento propio
del primero.
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Para expresar y comunicar nos serviremos también de las letras
gbticas 4, b, t para referirnos a numerales. De acuerdo con ello,

b>a

nos dice que el numeral b tiene mayor extension que el numeral a. De
manera similar,

a+b=b+na

solamente estaria expresando que & + b es el mismo numeral que b + a.
La correccién concreta de esta afirmacién puede ser demostrada mediante
inferencias materiales. -

Vemos entonces que con este tipo de tratamiento 1ntuitivo y CONCreto
es posible llegar bastante lejos.

Deseo presentar a continuacién un primer ejemplo en el que este
enfoque intuitivo se ve rebasado. Hasta ahora, el mayor niimero primo
conocido es

p=170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727

que consta de 39 digitos,

Si utilizamos el conocido procedimiento de Euclides, podemos
establecer con facilidad, y enteramente de conformidad con el enfoque
finitista que hemos adoptado, que entre p+ 1 y p ! + 1 existe un nuevo
niimero primo.

Esta Oltima afirmacién es también acorde a nuestro punto de vista
finitista, pues, la expresion “existe” no es aqui otra cosa que una
abreviatura del siguiente enunciado:

p+ 1 es primo, o p + 2 es primo,
op+3es primo,o... ,0p !+ 1es primo.

Ahora bien, es evidente que esta afirmacion resulta equivalente a:
existe un nimero prumo que es:

1. >p

Yy
2. <pl+1.
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A partir de esta formulacion podemos pasar a una proposicién que
expresa (nicamente una parte de la afirmacién euclidiana, esto es,

existe un numero primo > P .

Sin embargo, aunque desde el punto de vista concreto este enunciado
afirma mucho menos que el anterior, y aunque el paso de la afirmacién
euclidiana a este enunciado parcial de la misma parezca tan inocuo, su
afirmacién independiente del contexto anterior significa un salto a la
esfera de lo transfinito. ;Cémo puede ser esto?

Lo que tenemos frente a nosotros es un enunciado existencial [de la
forma] “existe”. En la proposicidn euclidiana también apareceria una
afirmacidn de esta indole. Pero aqui, la expresién “existe” no es otra cosa
que una abreviatura de

p+1esprimo, o p+ 2 es primo,
op+3esprimo,c...,op!+1es primo.

del mismo modo que decimos: entre estos trozos de gis existe uno que
es 10jo, en lugar de decir: este trozo de gis es rojo o ese trozo de gis es
rojo o...0 aquel trozo de gis es rojo. Un enunciado de este tipo, en el que
se afirma que en una totalidad finita “existe” un objeto con una cierta
propiedad, se encuentra en completa conformidad con la concepcién
general finitista que hemos aceptado.

La expresion

P+ lesprimo,oPp+2es primo, 0P+ 3 es primo, o ... 44 inf.

seria una especie de producto’ logico infinito. Pero al igual que ocurre
en el anilists, una transicién de este tipo de lo finito a lo infinito no
puede aceptarse en general, esto es, sin una discusion especial previa —y,
en este caso, sin una observacion rigurosa de ciertas precauciones—; de
otro modo carece, en principio, de sentido.

Pedemos generalizar lo anterior diciendo que un enunciado existen-
cial de la forma “existe un nimero con tales y cuales propiedades™
Unicamente tiene sentido como enunciado parcial, es decir, como parte de
un enunciado determinado con mayor particularidad y cuyo contenido
exacto carece, sin embargo, de importancia para muchas aplicaciones.

3 Mis bien disvuncién. [N. de T.]
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De esta manera, nos topamos con el transfinito al analizar un
enunciado existencial que no puede interpretarse como una disyuncion®,
Obtenemos igualmente enunciados transfinitos cuando por ejemplo
negamos una proposicién universal, esto es, una proposicidén que se
refiere a numerales indeterminados. Asi, por ejemplo, desde el punto de
vista finitista, el enunciado de que, para cualquier numeral &,

a+1=1+48

no es suscepteble de negacion.

Podemos explicarnos esta situacién si tenemos presente que el
enunciado no puede ser interpretado como una expresiéon compuesta de
un nimero infinito de igualdades numeéricas conectadas por la palabra
“y”, sino que debe serlo como juicio hipotético que afirma algo con tal
de que dispongamos ya de un numeral.

Una consecuencia importante de esto es que, de acuerdo con la
perspectiva finitista que estamos discutiendo, nos encontramos imposi-
bilitados para utilizar el principio seglin el cual una ecuacién como [a
anterior, en la que aparece un numeral no especificado es, o bien
satisfecha por todos y cada uno de los numerales, o bien refutada por un
contraejemplo. En efecto, esta alternativa descansa esencialmente, en
tanto que aplicacién del principio del tercero excluido, en la suposicién
de que la validez general de esa igualdad puede ser negada.

Podemos concluir entonces que cuando permanecemos, tal y como
estamos obligados a hacerlo, en la esfera de los enunciados finitos,
dependemos de relaciones logicas poco claras, y esta ausencia de claridad
se convierte en algo intolerable cuando el “todos™ y el “existe” se
combinan en enunciados subordinados. Como sea, las leyes logicas
utilizadas por e! ser humano desde que éste tiene la capacidad de pensar
y que Aristoteles nos ha ensefiado no tienen aqui validez,

Asi las cosas, podriamos proponernoes como tarea inicial la determi-
nacién explicita de las leyes logicas que son validas para la esfera de las

* El texto aleman dice “Wir stoflen also hier auf das Transfinite durch Zerlegung einer
existentialen Aussage, die sich nicht als eine Oder-Verkniipfung deuten [ifit”. En la version
de 1930 publicada en los Grundlagen der Geometrie, Hilbert corrige Ia frase: “Wir stofen also
hier auf das Transfinite durch Zerlegung ciner existentialen Aussage in Teile, deren keiner
sich als nicht eine Oder-Verkniipfung deuten 1if{”. Es decir: “nos topamos con el transfinito
al analizar un enunciado existencial, ninguna de cuyas partes puede interpretarse como una
disvuncion™. [N. de T.]
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proposiciones finitarias. Sin embargo, esto no bastaria, pues, en realidad,
lo que no queremos es precisamente renunciar al uso de las sencillas leyes
de la légica aristotélica, y nadie, no importa que tan persuasivamente
argumente, podra impedir que los hombres continfien negando afirmacio-
nes de todo tipo, haciendo juicios parciales y aplicando el principio del
tercero excluido. Pero entonces ;cual debe ser nuestra actitud?

Recordemos, en primer lugar, que somos matemdticos v que, en cuanto
tales, nos hemes encontrado ya, con frecuencia, en situaciones igualmente
dificiles. Recordemos, ademas, que ha sido el genial método de los
elementos ideales el que en tales circunstancias nos ha salvado. He
mencionado ya, al comienzo de mi exposicién, algunos ejemplos notables
de su aplicacién.

De manera exactamente analoga a como 7 = V=1 ha sido introducido
con el objeto de mantener en su forma mas sencilla posible las leyes del
algebra, por ejemplo, las relativas a la existencia y al niimero de raices de
una ecuacion, ast como introducimos factores ideales con el fin de
preservar la sencillez de las leyes de la divisibilidad entre los numeros
algebraicos (por ejemplo, hemos introducido un divisor comiin ideal para
los ndimeros 2y 1 + ‘/p—_S al no existir uno real), tenemos ahora que afadir
a los enunciados finitos los enunciados ideales, conservando de este modo las
reglas de la l6gica aristotélica en su simplicidad original.

En realidad, no deja de ser extrafio que los principios deductivos que
Kronecker ataca con tanta pasion sean precisamente la contraparte de lo
que después ¢! mismo, en la teoria de los niimeros, encuentra tan
admirable en la obra de Kummer, y que califica con tanto entusiasmo
como ei logro mas elevado de lz actividad matematica.

Pero jcémo podemos llegar a los enunciados ideales? Una indicacidén
notable de la esencial correccidn de nuestro procedimiento es el hecho
de que la via para llegar a esos enunciados consista simple v sencillamente
en continuar de manera natural y consecuente el desarrollo seguido por
la teorfa de los fundamentos de las matematicas.

Es facil constatar que la matematica elemental va mis alla de la
perspectiva que adopta la teorfa intuitiva de los nGmeros. Es decir, el
meétodo de calcular algebraicamente con letras no es, en la forma en la
que hasta ahora lo hemos interpretado, algo que forme parte de la teoria
concreta intuitiva de los nimeros [inhaltlich-anschauliche Zahlentheo-
rie]. En ésta, las férmulas se utilizan siempre tnica y exclusivamente con
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fines de comunicacion; las letras se refieren a numerales v una 1gualdad
no expresa sino la identidad de dos signos.

Por el contrario, en el algebra, consideramos a las expresiones
formadas por letras como algo auténomo, al tiempo que los enunciados
concretos de la teoria de los niimeros son formalizados precisamente por
esas expresiones.

Asi, en lugar de enunciados acerca de numerales, tenemos formulas,
presentindose éstas ahora como objetos concretos de nuestra intuicion;
v, en lugar de las demostraciones concretas de la teoria de los nimeros
[inhaltlich zahlentheoretische Beweise] tenemos ahora la derivacién de
una férmula a partir de otra de acuerdo con clertas reglas.

Lo que obtenemos entonces es, como lo muestra ya el algebra, una
multiplicacidén de los objetos finitos. Hasta ahora, estos objetos no eran
otros que numerales como 1, L, ..., lllll, Estos signos eran, ademas, los
unicos que habian sido objeto de una consideracion concreta, Pero ya en
el algebra la praxis matematica va mucho mas lejos de eso. Asi, aun
cuando un enunciado resulte permisible de acuerdo con nuestro enfoque
finitista en conjuncidn con las indicaciones concretas, como, por ejem-
plo, [a proposicion

a+h=b+a,

donde a v b son numerales especificos, la forma de comunicacién que
utilizaremos no sera ésta, sino

at+bk=b+a.

Esta férmula no es ya la comunicacién inmediata de un contenido
[Inhalt], sino tan sblo una construccion formal cuya relacidn con los
enunciados finitistas orginales

2+3=3+2
5+7=7+5

consiste en que en la primera formula los numerales 2, 3, 5, 7 reemplazan
aa y b, estableciéndose con ello, por medio de este sencillo procedimiento
demostrativo, tales enunciados finitistas particulares,

De este modo, entonces, podemos concluir que ni 4, n1 4, n1 =, ni
+, ni siquiera la férmula
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a+b=b+a

poseen, por si mismos, ningln significado, que ocurre con ellos a este
respecto lo mismo que con los numerales. Sin embargo, a partir de esa f6r-
mula es posible derivar otras férmulas a las que si podemos asignar un sig-
nificado, considerindolas como comunicaciones de enunciados finitistas,

La generalizacidn de esta idea nos lleva a una concepcién de las
matematicas que considera a éstas como un inventario de formulas a las
que corresponden, en primer lugar, expresiones concretas de enunciados
finitistas y a las que se afladen, en segundo, otras férmulas que carecen
de todo significado y que constituyen los objetos ideales de nuestra teoria.

Recordemos ahora cual era nuestro objetivo. Por una parte, encon-
tramos en las matematicas enunciados finitistas que no contienen sino
numerales. Por ejemplo,

3>2, 2+3=3+2, 2=3, 1=£1.

De acuerdo con nuestro enfoque finitista, estos enunciados se
presentan como algo inmediatamente intuitivo y comprensible, como
algo susceptible de ser negado, que es verdadero o falso, y en relacién a
lo cual podemos hacer valer sin ninguna clase de restricciones las reglas
de la ldgica anstotélica. El pnincipio de no contradicci6n —esto es, un
enunciado y su negacién no pueden ser a la vez verdaderos— y el del
“tercero excluido” —es decir, o bien un enunciado es verdadero o lo es
su negacidn— son aqui validos. Asi, s1 digo que este enunciado es falso,
esto resulta equivalente a afirmar que su negacién es verdadera.

Ademas de estos enunciados elementales zbsolutamente no pro-
blemdticos, encontramos enunciados finitistas que st lo son, por ejemplo
aquellos que no se pueden descomponer en enunciados mas simples. Por
Gltimo, hemos introducido también los enunciados ideales, cuya funcién
consiste en preservar la validez de las leyes usuales de la 1égica.

Ahoran bien, en tanto que no expresan afirmaciones finitistas, los
enunciados ideales, esto es, las férmulas, carecen de todo significado, por
lo que no podemos aplicarles las operaciones l6gicas de manera concreta
[inhaltlich] como a los enunciados finitistas. Se hace entonces necesario
someter a un proceso de formalizacidén tanto a las operaciones logicas
como a las demostraciones mismas. Pero este proceso requiere, a su vez,
de una reformulacion de las relaciones logicas en férmulas. Por esta razdn
necesitamos, aparte de los signos matematicos, signos logicos, v.g7,
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& Vv 3 —
¥ 0 implica no

Ademas de variables matematicas &, 2, ¢, ... necesitamos de variables
t6gicas, esto es, de variables enunciativas 4, B, C, ... .

{Como podemos lograr todo esto? En la historia de la ciencia es
posible observar con frecuencia la existencia de una especie de armonia
preestablecida a la que se debe una serie de desarrollos del conocimiento
de gran :mportancia. Es precisamente esa armonia de la que Einstein, por
ejemplo, saca provecho en su teoria de la gravitacién al encontrar como
algo dado en forma ya acabada el calculo general de invariantes. Por
fortuna, esa misma armonia se pone de manifiesto en relacién a nuestra
problematica, permitiéndonos hallar como algo ya elaborado de manera
avanzada el adleulo Isgico.

Es evidente, por lo demaés, que este calculo se crea originalmente en
el marco de una perspectiva completamente diferente a la nuestra, De
acuerdo con ese enfoque, los signos del cilculo légico se introducen
exclusivamente como un medio de comunicacién. Resulta consecuente
con el curso que hemos seguido despojar ahora a los signos légicos, lo
mismo que a los signos matematicos de cualquier tipo de significado.
Seglin esto, las formulas del calculo logico no poseen absolutamente
ningan significado; todos ellos son ahora enunciados ideales.

En el calculo logico contamos con un lenguaje de signos [Zeichen-
sprache] con la capacidad no sdlo de dar cuenta en férmulas de las
proposiciones de las matematicas, sino igualmente de expresar por medio
de procesos formales las inferencias légicas.

Procediendo de manera exactamente andloga al paso de la teoria
concreta de los niimeros al dlgebra formal, consideraremos ahora a los
signos ¥ a los simbolos de operacién del cilculo légico como algo
desprovisto de su significado concreto. En lugar de [a ciencia matematica
concreta [inhaltliche mathematische Wissenschaft], lo que en dltimo
término obtenemos con todo ello es un inventario de férmulas que
contienen signos tanto légicos como matematicos, y que se ordenan
segun reglas definidas. Algunas de estas férmulas corresponden a los
axiomas matematicos, y ctertas reglas {de acr.erdo con las cuales ciertas
férmulas siguen a otras) corresponden a la inferencia concreta. En otras
palabras, Ia inferencia concreta es reemplazada por un manejo externo
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[dusseres Handeln]” segiin reglas. Con ello se realiza de manera estricta
el transito de un traramiento intuitivo e ingenuo a uno formal.

Por una parte, esta transicién se lleva a cabo con los axiomas mismos,
considerados ingenuamente en su origen como verdades basicas y a los
cuales la axiomatica moderna concibe desde hace mucho como meras
interrelaciones de conceptos. Por la otra, sin embargo, la transicion tiene
lugar también en relacion al cileulo logico, originalmente pensado como
un simple lenguaje diferente.

Como ejemplo, bastara aclarar aqui brevemente Ia manera en la que
ha de formalizarse la demostracién matemitica.

Llamaremos axiomas a ciertas férmulas que sirven como punto de
partida para la construccién del edificto formal de las matematicas. Una
demostracién matemaética es una figura que se presenta ante nosotros
como algo intuitivo, Consiste de inferencias llevadas a cabo de acuerdo
con el esquema

&
S>> T

T

en la que cada una de las premisas, esto es, de las férmulas que
corresponden 2 &y a® — Tes o bien un axioma o resulta de un axioma
por sustitucidon o coincide con la formula final de una inferencia previa
o resulta de una férmula de ese tipo por sustitucién. Una férmula es
demostrable si es la férmula iltima de alguna demostracién.

El programa gue hemos enunciado prefigura ya la eleccién de los
axiomas de nuestra teoria de la demostracién. Y aunque hay algo de
arbitrariedad en tal eleccién, es posible, como en la geometria, distinguir
grupos particulares cualitativamente diversos, de los que ahora ofrecere-
mos algunos ejemplos.

I.  Axiomas de implicacion
A—=>{(B->A4)

(introduccion de una suposicion)

3 Esto es, un manejo formal. [N. de T.]
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(BoC)o>{(A>B)>(A->C)}
(eliminacién de un enunciado)

II.  Axiomas de la negacién

{A—->(B&B)}—>4
(principio de contradiccion)

A — A
(principio de la doble negacién).

{Del principio de contradiccidén se  sigue la  foérmula
(A &.A) — B;ydel principio de la doble negacién se sigue el principio
del tercero excluido {( A —>B)&{A - B)} > B

Los axiomas de los grupos I y II no son, en realidad, otros que los
del cilculo de enunciados.

III. Axiomas de transfinitud

(@) A(a) >A(b)

(inferencia de lo universal a lo particular; axioma de Aristételes);

(@) A > (Ea) A (a)

(st un predicado no se aplica a todos los individuos,
hay un contraejemplo});

(Ea)A—{a) A (D)

(s1 no hay un individuo al que un enunciado se aplique, entonces el
enunciado es falso para toda 4).

En relacion a los principios del grupo de axiomas III se pone de
manifiesto una situacién por demas notable, a saber, que todos los
axiomas transfinitos pueden obtenerse por derivacidn a partir de uno
solo y que éste posee la caracteristica de contener el nicleo fundamental

% El texto entre paréntesis cuadrados es un afadido de la tercera versién de 1930. [N. de T.]
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del axioma matematico que més ha provocado controversias en nuestra
disciplina, el axioma de eleccion:

Afa) > (e A),

donde & es la funcidn de eleccién transfinita,
A ellos se agregan los axiomas matematicos especiales:

IV.  Axiomas de la igualdad
a=a;
a=b—(A@) > A()),

¥ también los

V. Axiomas numéricos
a+1%#0

y el axioma de induccién completa:
M(0)&(x)(A(x)>A(2°))} 2 A(a)’

Con todos estos axiomas es posible desarrollar una teoria de la
demostracion que se ajuste a las exigencias que hemos delineado y erigir
un sistema de las formulas demostrables, es decir, la ciencia matematica.

Pero en nuestro entusiasmo por el éxito que en general hemos
obtenido y, en particular, por contar con una herramienta tan Imprescin-
dible como el calculo légico como algo ya dado, no debemos de ninguna
manera perder de vista un requisito previo para nuestro proceder y
esencial al mismo. Existe una condicién tnica, aungue absolutamente
necesaria, para la aplicacién del método de los elementos ideales, a saber,
la pruckha de consistencia.

La extensién por medio de la adicién de ideales es licita y permisible
solamente cuando con ello no se provoca el surgimiento de contradic-
ciones en el dominio original, ¥, €n consecuencia, unicamente si al
suprimir los elementos ideales, las relaciones gue resultan para los
elementos originales son vilidas en la esfera onginal.

7 Esta formula no aparece en [a edicion de 1925, Hilbert la afiade, sin embargo, en 1930.
[N. de T]
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Es un hecho que en la actualidad estamos en grado de plantearnos
y abordar este problema de la consistencia. Es evidente que éste se reduce
a mostrar que con los axiomas y reglas admitidos es imposible obtener
“1#1” como la férmula final, es decir, que la férmula “1 # 17 no es
demostrable.

La dificultad a la que aqui nos enfrentamos se ubica fundamental-
mente en la esfera de lo intuitivo, y ocurre con ella lo mismo que,
digamos, en la teoria concreta de los nimeros con el problema del caricter
irracional de ‘\{7, esto es, con la demostracion de que es imposible
encontrar dos numerales a y b que se encuentren en la relacidén
a% = 2b % en otras palabras, que es imposible hallar dos ndimeros con una
cierta propiedad. En correspondencia con ello, lo que nosotros tenemos
que demostrar ahora es que no puede haber una demostracién que exhiba
clertas caracteristicas.

Al igual que un numeral, una demostracién formalizada es un cbjeto
concreto v susceptible de inspeccién, es algo que podemos comunicar
por completo. Que una férmula final tenga la caracteristica en cuestion,
esto es, que sea “1 # 17 constituye también una propiedad concreta y
constatable de una demostracion. Ahora bien, la prueba de su imposibili-
dad es algo que realmente podemos llevar a cabo y que justifica la
introduccién que hemos hecho de enunciados 1deales.

Al mismo tiempo, lo anterior nos ofrece la grata sorpresa de
constituir también la solucién de un problema que se habia convertido
desde hace tiempo en algo verdaderamente perentorio, el de la de-
mostracidn de la consistencia de los axiomas de la aritmética.

La aplicacion del método axiomatico plantea de manera natural la
cuestion de la consistencia. La eleccidn, la interpretacién y el manejo de
los axiomas no pueden estar basadas simplemente en la buena fe y en lo
que nuestras creencias nos indiquen. Tanto en la geometria como en la
fisica es posible dar pruebas de consistencia relativa, esto es, de reducir
el problema de la consistencia en esas esferas a la consistencia de los
axiomas de la aritmética. Pero es evidente que no tiene sentido buscar
una demostracion de ese tipo para la aritmética misma.

En la medida en la que nuestra teoria de la demostracién, basada en
el método de los elementos ideales, hace posible este Giltimo y decisivo
paso, constituye una especie de punto final y necesario en la construcciéon
del edificio de la teoria axiomatica. Y lo que ya hemos tenido que padecer
en dos ocasiones, primero con las paradojas del cilculo infinitesimal v
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luege con las paradojas de la teotia de conjuntos no podra pasarnos una
tercera vez, no volverd a pasar nunca.

Podemos decir, entonces, que la teoria de la demostracién, cuyos
rasgos principales acabamos de bosquejar, no sbélo se encuentra en
condiciones de dar una base firme y segura a las matematicas, sino que
abre también una via novedosa para abordar los problemas generales de
caricter fundamental que caen dentro del dominio de nuestra disciplina
y a los que antes no podiamos abocarnos.

Las matematicas se convierten asi en una especie de tribunal superior,
esto es, en un tribunal de suprema instancia para la evaluacién y
resolucidén de cuestiones de principio, siempre sobre una base concreta
en relac16n a la cual es no sélo posible un consenso, sino al mismo tiempo
un control de cada afirmacidn.

En mi opinidn, inclusive los planteamientos del “intuicionismo”,
no importa qué tan modestos sean, pueden adquirir su justificacion
iinicamente ante este tribunal.

A manera de ejemplo del tratamiento de este tipo de cuestiones
fundamentales, consideremos la tesis de que todo problema en las
matematicas posee una solucion. Esta suposicién es compartida por
todos los matematicos. De hecho, una parte muy mportante del
atractivo que puede tener para nosotros la ocupacién con un problema
en las matematicas reside precisamente en que de alguna manera es-
cuchamos una especie de llamado: “Alli tienes el problema. ;Busca la
solucion! Puedes hallarla con la sola ayuda del pensamiento; jen las
matematicas no hay ignorabimus™®!

Ciertamente, la teorfa de la demostracién no puede proporcionar
un método general para resolver todos los problemas matematicos. No
existe algo de este tipo. Sin embargo, lo que si cae dentro del campo de
accién de nuestra teoria es la prueba misma de la consistencia de la
suposicion del caricter resoluble de todo problema matematico.

Pero me gustaria argumentar todavia como sigue. La prueba definitiva
para la evaluacidn de cualquier teoria nueva la constituye su capacidad para

® Hilbert se refiere aqui 2 la posicién de Emil duBois-Reymond acerca de ia limitacién
esencial de la razdn humana en el conocimiento de la naturaleza v, particularmente, a sn
imposibilidad para resobver ciertos problemas (materta, fuerza, origen del movimientoe,
conctencia, etc.). DuBois-Reymond resumia sus ideas en la afirmacién [groramus et iz
norabimzs (ignoramos e ignoraremos). [N. de T.]
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resolver problemas planteados antes de que ella existiera, problemas cuya
solucion no formaba parte de las razones especificas para crearla. “Por sus
frutos los conoceréis” es también un principio valido para las teorias. Asi,
inmediatamente después de que Cantor descubre los primeros niumeros
transfinitos, esto es, los nlimeros de la segunda clase, se plantea el problema
de determinar si realmente es posible contar con tales nimeros conjuntos
ya conocidos y que en un sentido normal no son numerables.

Uno de estos conjuntos es evidentemente ¢l de los puntos de la recta.
La cuestidn de s1los nimeros de la tabla que hemos formulado anterior-
mente bastan para contar los puntos de la recta, es decir, los nimeros
reales, constituye el célebre problema del continuo, que Cantor mismo
plantea, pero no resuelve. Al principio, algunos matematicos creyeron
poder desembarazarse de este problema simplemente negando su existen-
cia. Los puntos que a continuacién sefialamos muestran claramente lo
equivocado de tal actitud.

El problema que el continuo plantea se caracteriza por su originalidad
y su belleza interna. Pero, ademas, posee en relacién a otros problemas
también célebres en las mateméticas dos rasgos distintivos v preeminentes.
Por una parte, su solucidn requiere de vias alternativas y novedosas, puesto
que los métodos conocidos fallan en este caso; por la otra, su solucién
resulta por si misma de mayor interés en vista del resultado a obtener.

La solucion del problema del continuo es algo que puede realizarse
con la teoria que hemos desarrollado. De hecho, ia prueba de que todo
problema matematico tiene una solucidn representa precisamente el
primer paso de importancia en esa direccibén.

La respuesta al problema del continuo es afirmativa, esto es, los puntos
de una recta pueden ser contados por medic de nimeros de la segunda
clase. O para decirlo en forma popular, que un simple conteo que se
extiende mas alla del infinito numerable [ein blosses Hiniiberzihlen tiber
das abzihlbare unendlich] basta para agotar los puntos de la recta.
Llamaremos a esta afirmacion el teorema del continuo. Lo que sigue es una
breve exposicion de las ideas basicas de una demostracion del mismo.

En lugar del conjunto de los nimeros reales consideraremos algo
que es evidentemente equivalente, el conjunto de las funciones numéricas,
esto es, el de las funciones cuyos argumentos y valores son siempre
numeros enteros. _

S1 queremos ordenar el conjunto de estas funciones en el sentido
requerido por el problema del continuo, es necesario hacer referencia al
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proceso de generacidon de una funcién individual. Sin embargo, una
funcidén de un solo argumento puede estar definida de tal manera que
los valores que tome para algunos argumentos, ¢ para todos ellos,
dependa en cada caso de la solucidn de alglin problema matematico bien
definido, por ejemplo, de la solucién de ciertos problemas diofantinos
o de la existencia de nmeros primos con determinadas caracteristicas, o
de la cuestidon de s1 un nimero dado (digamos 2 2) es irracional.

Precisamente para evitar esta dificultad podemos recurrir a la afir-
macion mencionada con anterioridad acerca de la solubilidad de cual-
quier problema matematico bien definido. En realidad, esta afirmacién
no es otra cosa que un lema general que se ubica en un ambito al que
podemos llamar metamatemdtica, es decir, en la esfera de la teoria concreta
de las demostraciones formalizadas [inhaltliche Theorie der formalisier-
ten Beweise]. Podemos formular como sigue la parte de ese lema que
resulta de importancia para nosotros.

LEMA L. Supongamos que tenemos una version formalizada de una
demostracién que contradice el teorema del continuo y que esa formali-
zac16n ha sido llevada a cabo por medio de funciones que requieren para
su definicidén del signo transfinito & {grupo Il de axiomas). Resulta
entonces posible sustituir esas funciones por otras, definidas exclusi-
vamente por Tecursién ordinaria y transfinita y sin apelar al signo g, de
tal manera que lo transfinito sélo aparece en la forma del cuantificador
universal, { ).

El desarrollo cabal de la teoria de la demostracion requiere, sin
embargo, de ciertas estipulaciones de las que ahora nos ocuparemos.

Para los enunciados variables [variable Aussagen] (férmulas indetermi-
nadas) utilizaremos siempre letras latinas maytisculas, mientras que para
los enunciados constantes [individuelle Aussagen] (férmulas especificas),
nos serviremos de letras griegas mayusculas. Asi, por ejemplo,

Z (a): “a es un numero entero ordinario™;

N () : “a es un nlmero de la segunda clase”.

Para las wariables matemditicas se utilizaran siempre letras latinas
minlsculas, mientras que para los obyetos matemdticos constantes (funciones
especificas) recurriremos a las letras griegas min{isculas.

En relaci6n al procedimiento de sustifucion seran validas las siguientes
convenciones generales.

Las variables enunciativas [Aussagenvariable] deben ser sustituidas
Unicamente por otros enunciados {formulas) indeterminados ¢ constantes,
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Una variable matematica puede ser sustituida por una figura [Figur]
cualquiera. Sin embargo, cuando una variable matematica aparece en una
férmula, el enunciado constante que caracteriza su tipo debe aparecer
antes del signo de implicacién. Por ejemplo,

Z(a)—>{.a.),
N@—-(.a.).

Nuestra convencion tiene el efecto de que, por ejemplo, en lugar de
aen Z(a) o en N () Ginicamente sean permisibles las sustituciones de
esta variable por niimeros ordinarios o por niimeros de la segunda clase,
respectivamente,

Las letras goticas maylsculas y mintsculas son siempre indicadores
[Hinweise] y se utilizan exclusivamente para comunicar informacién.

Es necesario dejar en claro que por “figura” estamos entendiendo
aqui un objeto compuesto a partir de signos primitivos y que se presenta
ante nosotros como algo intuitivo.

Para tener una idea completa de la linea que sigue la demostracién
del teorema del continuo es indispensable ante todo una comprension
precisa del concepto de variable matemitica en su acepcién mas general,

Las variables matemaéticas son de dos clases:

(1) las variables primitivas [Grundvariablen),
(2} los tipos variables [Variablentypen].

(1) Mientras que en la aritmética y el anilisis en su totalidad es
suficiente contar con los nitmeros enteros ordinarios como Gnicas
variables primitivas, tenemos zhora que a cada una de las clases numéricas
transfinitas de Cantor le corresponde una variable primitiva que puede
adoptar la forma de niimeros ordinales de esa clase. En consecuencia, a
cada una de esas variables se encuentra asociado un enunciado que la
caracteriza. Este enunciado se encuentra a su vez caracterizado de manera
implicita por los axiomas. Por ejemplo,

Z[O)’
Z2{a)>Z(a+1),
{AQ & @ A@)>A@+1))} - { Z(4) - Aq) }

(férmula de la induccién normal)
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N(O)l
N (2) = N(a+1),
(M {Z(x) >N(a)} > Nlima(n);

y ademas la formula de la induccion transfinita para los nimeros de [a
segunda clase.

A cada clase de variables primitivas corresponde un tipo especifico
de recursidén. Por medio de ésta pueden definirse funciones cuyos
argumentos son precisamente las variables primitivas de esa clase. La
recursion asociada a las variables numéricas no es otra que la “recursion
ordinaria”, Por medio de ella, una funcién de una variable numérica »
se encuentra definida cuando se da su valor para #» = 0 y se especifica
cbmo puede obtenerse el valor de la funcidn para # + 1 a partir del valor
para z. La generalizaci6n de la recursion usual es la recursion transfinita,
cuyo principio general consiste en la determinacidén del valer de Ia
funcién para un valor de la variable recurriendo a los valores anteriores
de esa misma funcidn.

(2) A partir de las variables primitivas obtenemos por aplicacién
de las operaciones 16gicas a los enunciados asociados con esas varables
otros tipos variable, z.gr. Z y N. Las variables definidas de esta manera
se llaman tipo; variable, mientras que los enunciados asi definidos
reciben el nombre de enwnciados tipo [Typenaussagen]. Para estos tltimos
se introducen cada vez nuevos signos constantes. La férmula

(@ {Z(@)—>Z(f(a) }

constituye el ejemplo mas sencillo de un tipo variable. Es decir, esta
formula define la variable funcional £ y, en tanto que enunciado tipo,
es denotada por @ ( f), “ser una funcién”.

Otro ejemplo nos lo ofrece la férmula

(DO >Z5(N) ]

Esta expresion define la propiedad de “ser una funcién de funcién”,
¥ ( g), en la que el argumento g representa la nueva variable de funcién

de funcién’.

9 sz -r . .o -
“Funcion de funcidén” se refiere 2 upa “funcionzl” y no a una “composicién de funciones”.
[N. de T]
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Para la caracterizacién de los tipos variables superiores es necesario
proveer de indices a los enunciados tipo. Un enunciado tipo que consta
va de un indice se define recursivamente, de tal modo que ensu definicion
aparezca ahora en lugar de la igualdad (=) la equivalencia logica (~ ).

Tanto en la aritmética como en el anilisis, las Unicas variables
superiores que se utilizan, en interaccion finita son: las funciones, las
funciones de funcidn, etc.

Un tipo variable que va mas alld de estos sencillos ejemplos nos lo
ofrece la variable g que asocia un valor numérico g(fz ) a cualquier
sucesién fr que consista de

una funcién £1 de un nimero entero: P ( f1);
una funcién de funcidon f2: ¥ (f2);

una funcién f3 de una funcién de funcidn;
etc.

Podemos representar el enunciado tipo correspondiente, P { &),
por medio de las siguientes equivalencias:

Oof(a)~Z(a),
Dt {A~({®(E)Y>Z(f(F)},
(Dm(g)”{(”')@n(ﬁf)‘*z(g(f))};

que constituyen igualmente un ejemplo de la definicién recursiva de un
enunciado tipo. |

Los tipos variable pueden clasificarse de acuerdo con su nivel
[Hohe]'°. En el nivel 0 se encuentran todas las constantes numéricas; en
el nivel 1, todas las funciones cuyos argumentos y valores poseen en su
totalidad la propiedad de una variable primitiva, por ejemplo, la pro-
piedad Z o la propiedad N. Una funcién cuyo argumento y cuyo valor
poseen un nivel determinado es de un nivel superior en 1 que el del mayor
de esos dos niveles de su argumento y su valor. Una sucesién de funciones
de distintos niveles tiene como nivel el limite de esos niveles.

Una vez realizados estos preparativos podemos retomar nuestro
problema original. Recordemos que para la prueba del teorema del

1 14 traduccién literal de la palabra Hébe es "altura™ Utilizamos la palabra “nivel” por
considerarla mas adecuada. [N. de T.]
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continuo resuita esencial establecer una correspondencia biunivoca entre
las definiciones de las funciones numéricas en las que no aparece el
simbolo £ y los nlimeros cantorianos de la segunda clase, o bien establecer
una correspondencia de tal modo que toda funcién de ese tipo resulte
asociada al menos a un nlimero de la segunda clase.

Es evidente que los mecanismos elementales para la construccién de
funciones son, por una parte, la sustitucion {es decir, el reemplazo de un
argumento por una nueva variable o una nueva funcidn) y la recursion
(segun el esquema de denivar el valor de la funcién para # + 1 a partir de
su valor para »).

Podria pensarse que a estos dos procedimientos, sustitucién y
recursién, deberian agregarse otros métodos elementales de definicién,
por ejemplo, la definicidon de una funcién explicitando sus valores hasta
un clerto punto, a partir del cual la funcién es constante; también la
definicidn por medio de procesos elementales obtenidos a partir de las
operaciones aritmeéticas como el residuo en la division, la del miximo
comun divisor de dos niimeros, y la definicién de un nlimero como el
menor entre una cierta totalidad finita de ntimeros dados.

Sin embargo, todas esas definiciones pueden representarse como
casos particulares de las operaciones de sustitucidn y recursién, En
realidad, el método de buscar las recursiones requeridas equivale, en o
esencial, a una argumentacidén que establece el caracter finitista del
procedimiento de definicién de que se trate,

Es importante ahora tener una vision de conjunto de los resultados
de que esas dos operaciones nos proveen. En relacibén a las recursiones
que pueden utilizarse, la existencia de diversas posibilidades en el paso
de # a #+ 1, 1mpide una formulacién unitaria, si es que hemos de
limitarnos a la operacién con variables numéricas ordinarias. Un ejemplo
bastara para reconocer esta dificultad.

Consideremos las funciones

a+b;
a partir de ellas se obtiene por iteracién (# veces)
d+a+...+ta=4d-n.

Asimismo, podemos pasarde 4- & a

ad-a ...a=a’
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ydeaba

(a")
LC S N

De este modo, obtenemos en sucesidn las funciones
a+tb=01{a,b),
a-b=02{a,b),

abz(p3(a,b).

04 ( a, b ) seria el €simo término en la sucesién

Fy ‘a)
a0 0

De manera exactamente aniloga, podemos legar luego a
os{a,b),06(a,b),etc.

Ciertamente podriamos ahora definir por sustituciones y recursiones
©n (@, b ) para » variablés, pero esas recursiones no se obtendrian de
recursicnes ordinarias sucesivas, sino que mas bien nos veriamos con-
ducidos a una recursiébn multiple para varias variables tomadas
simultineamente. La resolucién de esta recursion en sucesiones recursivas
ordinarias no se logra sino cuando utilizamos el concepto de variables
funcronales. La funcién @z ( 4, 2 ) seria un ejemplo de una funcién de
la variable numérica 2 que no puede ser definida solamente por susti-
tuciones y recursiones ordinarias sucesivas, si es que sélo aceptamos
variables numeéricas!’.

Las toérmulas

1(f,61,1)=.¢,
W{fia,n+1)=f(a,1(f,a,n));
m{a,b)=a+b,

Pu+i(a,b)=1(0Qun,a,b),

11 .. o
La demostracion de esta afirmacion se debe 2 W, Ackermann.



116 David Hilbert

en las que t es una funcion especifica de tres argumentos, de los cuales
el primero es una funcién de dos variables numéricas ordinarias, mues-
tran la manera en la que podemos definir la funcidn ¢, ( 2, &) utili-
zando variables funcionales.

Un ejemplo de una recursién méas complicada es ! siguiente:
9o(a)=a(a)
Prr1{a)=1(a,n,0:.(0x(n+2)),

donde & y { representan expresiones conocidas de uno y tres argumentos
respectivamente. Lo peculiar de esta recursidén consiste en que en ella el
valor numérico de # 4+ 1 no se deriva del valor correspondiente para 7,
sino que la determinacion de @ » + 1 requiere que se conozca el curso
[Verlauf] de la funcion ¢y.

Todas las dificuitades que estos ejemplos nos plantean pueden ser
superadas si recurrimos a los tipos variable. El esquema general de
recursién se encuentra caracterizado de la siguiente manera

p(g.,a,0)=a,
p(gsas”"'1):5(.0(3:3:”):”):

donde a es una expresién dada de un tipo variable arbitario; g es también
una expresion dada de dos argumentos, de los cuales el primero es del
mismo tipo variable que a, mientras que el segundo es un niimero. g debe,
ademas, satisfacer la condicién de que su valor sea del mismo tipo variable
que & Por ultimo, p es la expresiéon defimida por la recursion, depende
de tres argumentos y tiene el mismo tipo variable que &, una vez que se
han Ilevado a cabo las sustituciones correspondientes para g, a y 7. Aparte
de esto, en @, § y, en consecuencia, también en p pueden aparecer
parametros arbitrarios.

A partir de este esquema general y por sustitucidbn obtenemos
recursiones definidas, Asi vgr. podemos obtener las recursiones de
nuestros ejemplos, considerando a fy a 4 en el primer caso como
pardmetros, v representando, en el segundo, el paso de ¢x(a) a
Qn +1( @) como un paso mediado por la funcidon de funcion g de una
funcién @, a otra @, + 1, de tal manera que 4 no se considere nunca un
parametro en la recursion.
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Comparada con la recursién elemental, la recursion que hemos
utilizado en nuestros dos ejemplos tiene una mayor extension, pues en
un caso hemos introducido un parametro superior que no es un niimero
entero ordinario, mientras que en el otro hemos elegido para @ una
funcién y para g una funcidén de funciones.

Los tipos variable constituyen un enlace que hace posible establecer
una correspondencia entre las funciones de una variable numeérica y los
niimeros de la segunda clase. De hecho, llegamos a una correspondencia
asi entre los nttmeros de la segunda clase y ciertos tipos de variables
cuando comparamos los dos procesos de generacién de los nitmeros de
la segunda clase, esto es, el proceso de afiadir una unidad vy el de] limite
de una sucesién numerable, con el modo que incrementan los tipos
variable su nivel. Establezcamos una correspondencia entre el proceso de
afiadir una unidad y el de tomar una funcién [Funktionen-Nehmen], es
decir, la formacién de una funcién que tiene como argumento a un tipo
variable dado y la formaciéon de un nuevo tipo variable mediante la unién
de una sucesién numerable de tipos variable. Y designemos ahora como
tipos Z a aquellos tipos variable que correspondan a los niimeros de la
segunda clase.

Tenemos asi que, ademas de las operaciones logicas, en la construc-
cién de los tipos Z se utilizan dnicamente las recursiones ordinarias (no
transfinitas), precisamente aquellas que resultan necesarias para enumerar
una sucesién de tipo como paso preparatorio para el proceso del limite.
Una vez que hemos ordenado estos tipos Z de acuerdo con su nivel,
tenemos una correspondencia biunivoca en la cual a cada niimero de la
segunda clase, se le asocian los tipos variable de un nivel determinado.

Pero con ello habremos llegado también a una correspondencia
biunivoca entre las funciones definidas por medio de los tipos Z y los
ntmeros de la segunda clase. Para percatarse de esto bastara considerar
la siguiente argumentacién. $i establecemos los tipos variable nicamente
hasta un cierto nivel, construyendo luego las funciones exclusivamente
por medio de sustitucion y recursién, lo que obtenemos es siempre una
totalidad numerable de funciones. Podemos también formalizar de
manera estricta esa enumeracion. En particular, podemos hacer esto
generando, en primer lugar, una funcién recursiva p que abarque todas
las recursiones en cuestion y que, en consecuencia, contenga un parame-
tro que sea mayor que los tipos variable admitidos hasta ese momento.
La definicién de p es una aplicacién del esquema general de recursidn,
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de modo tal que el uso de un tipo de variable superior se convierte en
algo esencial.

Lo que entonces hacemos es ordenar de acuerdo con su nivel las
especializaciones importantes de los tipos vanable que aparecen en p, con
lo que obtenemos las diferentes sustituciones iniciales. S1 colocamos
luego a éstas en una sucesidn numerable y tomamos como principio de
ordenacion el niimero de las sustituciones a realizar, obtendremos
finalmente las funciones que queriamos definir.

El esquema de prueba que hemos presentado supone esencialmente
la teoria de los nlimeros de la segunda clase, Los nlimeros de esta clase
han sido introducidos simplemente como resultado del proceso con-
tinuado de contar mas alla del infinito numerable, y hemos caracterizado
luego el enunciado constante N, “ser numero de la segunda clase” por
medio de axiomas.

Sin embargo, esos axiomas proporcionan tan sélo ef marco general
para una teorfa. Una fundamentacion més precisa de la misma requiere
de una investigacion del modo en el que debe formalizarse el proceso
continuado de contar mas alld del infinito numerable. Esto se logra
aplicando ese proceso a una sucesion. La sucesion misma no puede darse
stnio por medio de una recursién ordinaria y para ésta nuevamente son
necesarios clertos tipos,

Aungque esta situacion parece presentar una dificultad importante,
en realidad resulta que precisamente gracias a una argumentacién de esta
indole puede obtenerse de manera mucho mas restringida la correspon-
dencia entre los niimeros de la segunda clase y las funciones de una
variable numeérica.

Los tipos variable que necesitamos para la construccién de los
nameros de la segunda clase pueden obtenerse sustituyendo formalmente
en uno o varios lugares de los enunciados de tipo definitorios que
tenemos hasta ese momento el signo Z por el signo N. Los tipos variables
que resultan de ello se llaman #ipos N. Es evidente que los tipos Z y los
tipos N correspondientes son siempre del mismo nivel.

Por lo demas, no es necesarto asignar a un nimerc dado de la
segunda clase la totalidad de las funcidnes del mismo nivel, sino que
ahora es posible establecer una correspondencia reciproca entre los
numeros de la segunda clase y las funciones, de acuerdo con el nivel de
los tipos variable necesarios para su definicion. En detalle, tal correspon-
dencia se podria caracterizar como sigue.
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Si en los tipos Z llegamos Ginicamente hasta un cierto nivel, el nivel
de los tipos N correspondientes se ve también restringido. A partir de
los niimeros de la segunda clase construidos con estos tipos podemos
obtener, por medio de una sucesién creciente, un nmero mayor de la
segunda clase definido con ayuda de un tipo variable de mayor nivel.

Por otra parte, si tenemos tipos N de hasta un cierto nivel, entonces
también las funciones definibles por medio de los tipos Z correspon-
dientes pueden ser enumeradas, a saber, segtin el nitmero de las sustitucio-
nes, tal y como lo hemos descrito anteriormente. Como es bien sabido,
con una enurmeracién @ ( @, # ) de este tipo, podemos llegar, utilizando
el método de diagonalizacién cantoriano, por ejemplo, construyendo
¢ (a,a)+1,auna funcidn distinta a todas las funciones enumeradas
v que no puede, en consecuencia, ser definida por medio de los tipos
variable anteriormente aceptados.

Con todo ello habriamos hecho posible ¢ estabiecimiento de una
correspondencia biunivoca entre aquellas funciones definibles en el
mismo nivel (y cuya totalidad es numerable) y los nlimeros de la segunda
clase definibles en el nivel correspondiente, pero no en un nivel anterior.
De esta manera, toda funcion resulta asociada con al menos un nimero
de la segunda clase.

Sin embargo, la demostracidn del teorema del continuo no termina
alli, pues requiere de una complementacién esencial. Un examen del
curso que ha seguido nuestra investigacién hace ver que para construir
la correspondencia buscada ha sido necesario hacer ciertas suposiciones;
éstas tienen un efecto restrictivo en un sentido doble. Por una parte,
porque nuestro esquema general de recursién para p {inicamente repre-
senta el caso de la recursidn ordinaria, en la que la variable segtin la cual
la recursidn avanza es la variable numeérica. Por la otra, porque hemos
restringido los tipos variable a aquellos que se obtienen por medio del
proceso continuado de contar mas afld de las sucesiones numeradas.

Es un hecho que las recursiones transfinitas y, en consecuencia, los
tfipos variable de nivel superior, resultan imprescindibles en la 1nvesti-
gacién matematica, por ejemplo, para la construccidn de funciones de
variable real con ciertas propiedades. Pero en relacidn al problema que
nos ocupa, esto es, cuando se trata de construir funciones de una
variable numeérica, en realidad no necesitamos esas recursiones supe-
riores, ni de los tipos variable de esa especie. Podemos mas bien recurrir
al siguiente lema.
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LEMA 1II. Para la obtencién de funciones de una variable numérica
las recursiones transfinitas resultan dispensables. Es decir, la recursién
ordinaria, que opera y avanza segin una variable numérica, basta no sélo
para el proceso de construccidn real de las funciones, sino que al mismo
tiempo las sustituciones requieren Gnicamente de tipos variable para cuya
definicidn es suficiente la recursién ordinaria.

Expresado de manera més precisa y acorde a nuestro enfoque
finitista, el lema diria lo siguiente. S1 para la construccién de una funcién
que tiene como nico argumento una vanable numérica ordinaria se
utiliza una recursidon superior o un tipo variable correspondiente, enton-
ces podemos definir siempre a esa funcién por medio de recursiones
ordinarias y utilizando exclusivamente tipos Z.

El siguiente ejemplo podra aclararnos el sentido y el alcance de
nuestro lema.

Supongamos que se ha formalizado la correspondencia de las
funciones de un argumento numeérico y los nitmeros de la segunda clase.
Con ello tendriamos también una cierta funcén £ (@, # ) que asigna
un niimero ordinano al par formado por un numerc arbitrario 2 de la
segunda clase numérica y el nimero ordinariom;{ (2,7 ), conafyjay
7 variable, representa precisamente la funcién asociada a 2. Sustituyamos
ahora 4 por un niimero de la segunda clase numérica @ , que depende
de », v consideremos que la sucesidn ha sido definida por recursién
ordinaria o transfinita, por ejemplo,

(4
Aptl1=0 ",

Entonces £ (& », # } es una funcién de una variable numérican y
nuestro lema II afirmaria que esa funcién también puede definirse por
recursion ordinaria por medio de tipos Z, mientras que una definicién
de C (a,n) por esos medios es imposible, puesto que la suposicidén de
lo contrario conduce a una contradiccion.,

Es importante subrayar nuevamente que la exposicidn que acabamos
de presentar no contiene més que las ideas basicas de una demostracion
del teorema del continuo. La realizacién completa de las ideas bésicas,
ademas de la demostracién de los dos lemas, requiere de ciertas reformu-
laciones cuidadosas en el sentido de las exigencias finitistas.

Intentemos, por filtimo, extraer algunas consecuencias globales de
nuestras retlexiones en relacidn a nuestro problema inicial del infinito.
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El infinitc no tiene ninglin tipo de realidad, no existe en la
naturaleza ni es aceptable como fundamento de nuestro pensamiento
intelectivo [verstandesmaissig). Es decir, en relacion al infinito se da una
notable y arménica coincidencia entre el ser y el pensar.

En abierta oposicién a los intentos de Frege y Dedekind, podemos
concluir que existen ciertas representaciones e ideas intuitivas que resul-
tan imprescindibles como condicidon de posibilidad de todo’ cono-
cimiento cientifico: la légica no basta. Las operaciones con el infinito
necesitan para ser seguras de una base finita.

El papel que resta al infinito es el de una idea, segin la concepcion
kantiana de ésta, como un concepto de la razdn que supera toda
experiencia y por medio del cual se complementa lo concreto en el sentido
de una totalidad. Pero a la vez, el infinito es una idea en {a que podemos
confiar sin reservas en el marco de la teoria que acabo de delinear.

Para finalizar, quiero dejar constancia aqui de mi sincero agradeci-
miento a Paul Bernays por su comprensiva colaboracién y por su
inestimable ayuda, en particular en lo relativo a la demostracion del
teorema del continuo.



